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  حجم و مقوي خيلي سبز چه چوريه؟  كم2 و 1ي  هندسه
  

هندسـه پايـه، كـار هـر كـسي          «،  »!ي كنكـور سـخت هـستند        پايه  هاي هندسه     تست«اي؟    ها را شنيده    تا حالا، چندبار اين جمله    

  »!اصلاً هندسه پايه را در كنكور رها كن« و يا مثلاً پيشنهاد »!نيست

بنـدي    حجـم بـراي جمـع       جدي گرفته باشي يا نه، به يك منبع كامل و در عين حـال كـم               ها را     به هر حال تو هرقدر اين جمله      
  !ات احتياج داري، شايد هم بخواهي در يك فرصت كم، از آن بهترين نتيجه را بگيري هندسه پايه

دي و مرور كـن     بن  ي باارزشي است به تو؛ با آن درس بخوان، ياد بگير، تست بزن و تمرين كن؛ جمع                  سبز، هديه   اين كتاب خيلي  
را پيش پايت خـرد  ... اين كتاب تمام ابهت و بزرگي كنكورهاي سراسري، آزاد و خارج و   ! جويي كن   تر در زمانت صرفه     و از همه مهم   

هـاي   تواني به تست چراكه با خواندن آن، مي. كند اند، به سادگي محو مي كند و غولي را كه همه از هندسه پايه در ذهنت ساخته     مي
بينـي كـه چيـزي فراتـر از ايـن در              و مـي  ! اند، فقط لبخنـد بزنـي       ي جديدي ندارند و تكراري شده       ه حالا ديگر برايت ايده    كنكور، ك 

  !كنكورت وجود ندارد؛ هيچي
شـان،    هاي تكـراري و از روي هـم نوشـته           هاي هندسه پايه با تست      ام، كه از حجم زياد كتاب       اما من اين كتاب را براي تو نوشته       

دانـستي شـب كنكورهـاي        بـراي تـو كـه نمـي       ! گشتي  هاي تأليفي و تركيبي ناب مي       ي تو كه به دنبال منبعي از تست       برا! اي  خسته
و ! براي تو كه دنبال فرصتي براي آشتي با هندسه پايه بودي          ! بندي كني   ات، چگونه سريع و كامل مرور و جمع         آزمايشي و سراسري  

كشي اسـت بـه    سبز، پيش اين كتاب خيلي... خواستي؛ براي تو  هاي قوي مي  ا تست براي تو كه ميداني براي مبارزه و چالش بيشتر ب         
ديگر نـه ترسـي از كمبـود زمـان          . كند  ترين زمان تو را براي كنكورت مسلح مي         اي كه دركم    ها تجربه، بسته    اي از سال    تو؛ با پشتوانه  

  !بندي خواهي داشت، نه سختي درس، نه سردرگمي جمع
هـاي   هـا، حـل تـست    ي منظم نكات در قالب جـدول  بندي و ارائه دسته! فردي در كتاب تو، قرار دارد      به هاي منحصر   خب، ويژگي 

هـاي   هاي كتاب درسي، آزمـون  دهند، بررسي دقيق و كامل تمام زاويه        تأليفي و تركيبي كه هر كدامشان چندين نكته را پوشش مي          
  !!تأليفي هدفمند و كلي چيزهاي ديگه

  
هاي مؤلف آن است، توجه شما را به موردهـاي زيـر جلـب     گيري كامل از يك كتاب در گرو دانستن هدف   هجا كه نتيج    اما از آن  

  :كنم مي
هـا را بفهمـي، اثبـات كنـي و بعـد              سبز هندسه پايه، اين است كـه همـراه آن شـوي، نكتـه                بهترين روش استفاده از كتاب خيلي      

  !ك كتاب فرمول نيستات، ي سبز هندسه هايش را حل كني، چون كتاب خيلي تست
انـد؛ سرسـخت بـاش، بـا اراده و اطمينـان حركـت كـن؛ هرچـه                 آموزان برتر داشـته     ي دانش   يك ويژگي شاخص داشته باش كه همه       
  !خواهي در اين كتاب هست مي

 كار در عين    اين! اند  شده  هاي سراسري و آزاد قرار گرفته كه با دانستن آن نكته به سادگي حل مي                 كنار بعضي نكات، آدرس تست     
ي مطالـب   دهند، توجه بيشتر شما را به اين موضوعات نسبت بـه بقيـه           ها را از جهت تكرار در كنكور نشان مي          حال كه اهميت نكته   

  ! كنند جلب مي

ق   ها، روش  تكنيكهاي آيكون !بخوان؛ چون مهم هستند   (!) تر    تر و مهم     را جدي   نكات همراه با آيكون     هـاي   هـا و قلـ

در ! هاسـت   ي اشـتباهات بچـه      شـده   ، آخه مكان شناخته   ها باشيد،   كنند؛ راستي، مواظب چاله     ا به شما گوشزد مي    حل تست ر  

هـا بـراي كـساني اسـت كـه             دارنـد، بگـذري؛ ايـن       تواني از مطـالبي كـه آيكـون         ات كم است، مي     ضمن، اگر وقت يا حوصله    

  !خواهند هندسه را بتركانند مي
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  
  
  

حجم و مقوي انتخاب شده از فصل اول كتاب، مباحث ميانه، نيمساز، عمودمنصف، ارتفاع،                كم 2 و   1قسمتي از كتاب هندسه     
  .ها در مثلث مساحت مثلث و نامساوي

  
  
  
  
  

  
  .شود خطي است كه از رأس مثلث به وسط ضلع مقابلش وارد مي  پاره:ميانه 

  مومي ميانهخواص ع 

ي   تر باشـد، ميانـه      در مثلث هر ضلع كه كوچك     
  .تر است و برعكس ع بزرگنظير آن ضل

CN BM>  AB AC<  
  يا

c bm m>  c b<  
  

 قطـع   2 بـه  1هـا همـديگر را بـه نـسبت          ميانه

  .)ترين ويژگي ميانه مهم(كنند  مي

AG GM AM= = 22 3  

BG GN BN= = 22 3  

CG GP CP= = 22 3    

ــه ــر   ي  ميان ــلع ديگ ــا دو ض ــلع ب ــر ض ــر ه نظي
 ،تر باشـد    هر ضلع كه بزرگ   . سازد   مي هايي  زاويه
  .تر است و برعكس اش با ميانه، كوچك زاويه

AMميانه است .  

ˆ ˆA A>1 2  AB AC<  
  

ي نظيـر ضـلع       ي دو رأس مثلث از ميانـه        فاصله
  .سوم، برابر است و برعكس

BH CK=  AMميانه  

  

  

  

  

  

  

  مثلثميانه در

اگر قطـر، عـددي     .  عددي صحيح استOFي مستطيل بوده و اندازهABCD،رو  به   در شكل رو   -32

  دورقمي باشد، چند جواب براي قطر با اين شرايط وجود دارد؟
  1(30    2(29  

  3(31    4(32  

ABC)Âي الزاويه  در مثلث قائم-33 = 90(،Gهرگاه.  مركز ثقل استCG = 16
BG و3 = 22

   كدام است؟BCي اندازه باشد، 3

  1(12  2(148  3(140  4(14  

87سراسري 
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حجم و مقوي  كم 2 و 1هندسه 

  ها ي براي ميانهوابط طولر 

a   اضلاع مثلثبرحسبها  طول ميانه b cm (b c ) a , m (a c ) b , m (b a ) c= + − = + − = + −2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 12 2 22 2 2  

در صورت داشتن دو ضلع از مثلث و 
a  ي نظير ضلع سوم ميانه b c

a b cb c m , a c m , a b m+ = + + = + + = +
2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 22 2 22 2 2  

a  مجموع مربعات سه ميانه b cm m m (a b c )+ + = + +2 2 2 2 2 23
4  

  

ي حاصل از  مجموع مربعات سه قطعه

  رئوس تا مركز ثقل
AG BG CG (a b c )+ + = + +2 2 2 2 2 21

3  

  

  ي دلخواه روي ميانه خاصيت نقطه
 AB تـا  Nي   باشـد، فاصـله    AMي  واه روي ميانه  اي دلخ    نقطه Nاگر

  .ACدر ضرب AC تاNي  مساوي است با فاصلهABدر ضرب

NK AB NH AC⋅ = ⋅    

  تفاضل مربعات دو ضلع مثلث

 تـصوير   در  ضربتفاضل مربعات دو ضلع مساوي است با دو برابر ضلع سوم            

  .ميانه روي ضلع سوم

| b c | a MH− = ⋅2 2 2  
  

واهي، دو ميانه بر هم در مثلث دلخ
  عمود باشند

bاگر cm m⊥،گاه آن  باشد:  

b c am m m+ =2 2 2  

b c a+ =2 2 25  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

. ايـم    رسم كـرده   am2 و b،cمثلث ديگري با طول اضلاع    .باشد ميBCي نظير ميانهam است وc وa،b در مثلثي طول اضلاع    -34

am2،2ي وارد بر ضلع طول ميانه
   كدام است؟BCي اندازه.  گرديده است2

  1(2  2(2 2  3(2  4(1
2  

mفاع وارد بر وتر   اي ارت   الزاويه   در مثلث قائم   -35 m ي وتر   ، اندازهm +2 .  است 3ي نظير وتر نيز     ي پاي ارتفاع و پاي ميانه        و فاصله  2

|ي قائمه باشد،  زاويهÂاگر b c |−4   كدام است؟4

  1(128 3
3  2(256  3(128 3  4(120 3  

aهاي  بين نسبت . ي نظير ساق بر هم عمودند       الساقيني، دو ميانه     در مثلث متساوي   -36
b

m
m،

a
b،b

a
m و 

a

a
m ترين عدد كدام است؟       بزرگ

)Âرأس مثلث (  

  1(2  2(8
3  3(3

2  4(5  
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  
  
  
  
  

  ي وارد بر آن ي ميانه ترين ضلع و اندازه تشخيص نوع مثلث با كمك بزرگ 

a
am < 2  Â > 90  

  الزاويه منفرجهمثلث 

a
am = 2  Â = 90  

  الزاويه مثلث قائم

a
am > 2  Â < 90  

   حادههاي زاويهمثلث با 

  

  
  ). استABC، مساحت مثلثSدر تمام موارد منظور از ( روابط مربوط به مساحت 

 ـ      ه دو مثلـث بـا      ميانه، هر مثلث دلخواه را ب

  .كند هاي برابر تقسيم مي مساحت

AMB AMCS S=  

SS S= =1 2 2  

  

اگر در مثلثي دلخواه، هر سه ميانه را رسـم          

هـاي مـساوي      كنيم، شش مثلث با مساحت    

  .آيد ود ميوج به

AGN NGC CGM MBG BGP AGPS S S S S S= = = = =  

S S=1
1
6  

  

هاي اضلاع مثلث دلخـواهي را بـه         اگر وسط 

آيـد بـه      وجود مي   هم وصل كنيم، مثلثي به    

  : كه»اي مثلث ميانه«نام 

1 متشابه است با نسبتABC با مثلثMNPمثلث
2  

  . استABC مثلث، نصف محيطMNPمحيط مثلث

MNP ABCS S= 1
S يا 4 S=1

1
4    

اگر هر سه ميانه را در مثلثي كشيده و پاي          

هـا و     ميانـه (ها را به هم وصـل كنـيم           ميانه

 مـساحت   6بـين ) اي را بكشيم    مثلث ميانه 

  :داريم مساحت دورتادور 6وسطي و

S S=1
1
24  

S S=2
1
8  

S S=2 13    

  

  

  

  

a كهABC در مثلث-38 = 8،c bm و12= =   ها كجا قرار دارد؟ است، محل همرسي عمودمنصف6
  روي يك رأس) 4  وسط يك ضلع) 3  خارج مثلث) 2  داخل مثلث) 1  

 باشـد، مـساحت     5اند؛ اگر مساحت قسمت رنگـياي اضلاعه وسطPوM،N، در شكل مقابل   -39
   كدام است؟ABCمثلث
  1(32    2(30  
  3(24    4(46 

PHرو، حاصل الاضلاع روبه  در متوازي-37
PKتر است؟  از كدام عدد، كوچك  

  1(5
20    2(2

3  

  3(2
5    4(1

3  

84سراسري 

84آزاد 
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حجم و مقوي  كم 2 و 1هندسه 

  

  .كند  مثلث را نصف  همين رأس دري شود كه زاويه م  كه از رأس به ضلع مقابل طوري رسشود گفته ميخطي   پاره به نيمساز در مثلث:تعريف 
  خواص عمومي نيمساز 

تر باشد، نيمساز     در مثلث دلخواه، هر ضلعي بزرگ     
  .تر است و برعكس  ضلع كوچكآننظير 

a b cd d d< <  a b c> >  
  .ترين نيمساز را دارد ترين ضلع، كوچك بزرگ

 

هر نقطه روي نيمساز يك زاويه از دو ضلع زاويـه           
  .به يك فاصله است و برعكس

ADنيمساز   
PH PK=  Pروي نيمساز  

 

. نيمساز داخلي و خارجي يك زاويه بر هم عمودند      
يا مثلثي كه اضلاعش نيمـساز داخلـي و خـارجي       

  .الزاويه است  قائم،اند يك زاويه

ADنيمساز داخلي و AD′خارجي نيمساز A.  

AD AD′⊥  
  .الزاويه است  قائم′ADDمثلثيا 

 

شود، روي ضـلع      وقتي نيمساز يك زاويه رسم مي     
طـوري كـه هـر        كند بـه    اد مي مقابل دو قطعه ايج   

  .تر است قطعه از ضلع بالايِ خود كوچك

ADنيمساز   

BD AB<  
DC AC<  

 

ضـلع مقابـل    ) خـارجي و نيمساز   (نيمساز داخلي   
ــساحت      ــه و م ــلاع زاوي ــسبت اض ــه ن ــود را ب خ

  .كند هاي پديد آمده تقسيم مي مثلث

ABD
ADC

SBD AB
DC AC S= =  

AD B
AD C

SBD AB
CD AC S

′
′

′ = =′  

 طرف ضـلع    را موقع رسم نيمساز خارجي، بايد آن     
  !تر آن زاويه رسم كنيد كوچك

AB AC<ــت ــارجي ؛ اسـ ــساز خـ ــس نيمـ  Â پـ
  ! قرار گرفتهABسمت

 

آيـد،   وجـود مـي   هاي مثلثي هستند كه از برخورد نيمسازهاي خارجي به        هر مثلث، ارتفاع   نيمسازهاي داخلي    
  .طور براي نيمسازهاي ديگر  عمود است، همينEF برمگذرد و ه  ميD هم ازAيعني نيمساز داخلي

  
  
  

ي ديگـر      آن است كه تفاضل دو زاويه      ،افي براي تساوي نيمساز داخلي و خارجي يك زاويه         شرط لازم و ك    
  . باشند90،مثلث

  .گردد الساقين نيز مي الزاويه است، متساوي  كه هميشه قائم′ADDدر اين حالت مثلث
ADالساقين و  متساويي زاويهال  قائم′ADDمثلث AD′=  ˆˆ| B C |− =1 90  

  
  

  

  

  

نيمساز در مثلث

AO بوده و  A نيمساز نظير  ADاگر. اند   متقاطع O سه نيمساز داخلي در    ،ABC در مثلث  -40
OD =  چـه   ABC باشـد، محـيط مثلـث      2

   است؟BCضريبي از ضلع

  1(3
2  2(3  3(21

5  4(7
2 
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  ها در حضور نيمساز فرمول زاويه 

 مثلـث بـا هـم        داخـل  اي كه دو نيمـساز داخلـي در         زاويه

ي   ي نـصف زاويـه       بـه اضـافه    90سازند، برابر است با     مي
  .سوم مثلث

BOو COنيمساز داخلي   

Âα = +90   منفرجه2
 

 در مثلـث بـا هـم     دو زاويه  اي كه دو نيمساز خارجي      زاويه

ي سـوم   ، منهاي نـصف زاويـه  90برابر است با  . سازند  مي
  .مثلث

BO′و CO′نيمساز خارجي   

Âβ = −90   حاده2

 

دو ساز داخلي و يك نيمساز خـارجي        اي كه يك نيم     زاويه
سـازند، مـساوي اسـت بـا نـصف             مثلث با هم مي    زاويه در 

  .ي سوم مثلث زاويه

BO′′ ــي و ــساز داخل ــساز ′′CO نيم  نيم
  خارجي

Âγ = 2  
 

ي بين نيمساز خـارجي يـك رأس بـا امتـداد ضـلع                زاويه
  .ي ديگر مثلث است مقابل خود، نصف تفاضل دو زاويه

AD′نيمساز خارجي   
ˆˆ| B C |x −= 1

2  

 

ي بين نيمساز داخلي يك رأس با ضلع مقابل خـود،             زاويه

ي ديگـر    منهاي نصف تفاضـل دو زاويـه      90برابر است با  
  .مثلث

ADنيمساز داخلي   
ˆˆ| B C |y −= −90 2  

Âˆy  يا C= + 2   

  

  

  
  نيمسازهاي طولي در حضور  رابطه 

  
 نيمـــساز داخلـــي طـــول
   اضلاع مثلثبرحسب

a b

c

d bcp(p a) , d acp(p b)b c a c

d abp(p c)a b

= − = −+ +

= −+

2 2

2
  

pنصف محيط است .  
 

  
ــول ــارجي  ط ــساز خ  نيم

   اضلاع مثلثبرحسب

a b

c

d bc(p b)(p c) , d ac(p a)(p c)| b c | | a c |

d ab(p a)(p b)| a b |

′ ′= − − = − −− −

′ = − −−

2 2

2
  

pنصف محيط است .   

شـده  نسبت قطعات ايجاد    
ــط  ــساز توســ  روي نيمــ

  نيمساز ديگر

AI b c BI a c CI b a, ,ID a IE b IF c
+ + += = =  

 

  
طـــول نيمـــساز داخلـــي 

 روي   قطعاتي كـه   برحسب
  .سازد ميضلع مقابل خود 

ac abBD , DC , AD AB AC BD DCb c b c= = = ⋅ − ⋅+ +
2  

 

) بـه ترتيـب    Ĉ و B̂هاي خـارجي    بوده و نيز زاويه   درجه   a برابر Ĉ و B̂ي بين نيمسازهاي خارجي     ، زاويه ABC در مثلث  -41 a )+5 10 
)و a )−5    كدام است؟CIAˆ محل همرسي نيمسازهاي داخلي باشد،Iاگر. هستنددرجه  10
 1(105 2(120 3(90  4(100 

87آزاد 

87آزاد 

83،8687سراسري
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ــارجي    ــساز خ ــول نيم ط
 قطعاتي كـه روي     برحسب
بل خـود و امتـداد      ضع مقا 

  كند آن ايجاد مي

ac abBD , CD , AD BD CD AB AC| b c | | b c |
′ ′ ′ ′ ′= = = ⋅ − ⋅− −

2  

 

هـايي كـه      مساحت مثلـث  
ي همرســي  توســط نقطــه

  شوند يمسازها ساخته مين

AIB BIC AIC
cS aS bSS , S , Sa b c a b c a b c= = =+ + + + + +  

)Sمساحت مثلث ،ABCاست (.  
 

  رجي يك چهارضلعيهاي حاصل از تلاقي نيمسازهاي داخلي و خا ضلعيچهار 

  شكل اوليه
  شكل حاصل از تلاقي
  نيمسازهاي داخلي

 شكل
  شكل حاصل از تلاقي
  نيمسازهاي خارجي

  شكل

  چهارضلعي
  محدب دلخواه

ABCD  

  چهارضلعي محاطي

  ) است180 مقابلشهاي زاويهمجموع (

 

  MNPQچهارضلعي محاطي

  ) است180 مقابلشهاي  زاويهمجموع(

  

  ي ذوزنقه

ABCD  

  چهارضلعي محاطي 

  ). است90 آني مقابل دو زاويه(
 

  MNPQچهارضلعي محاطي 

  )90ي مقابل دو زاويه(

  

  الاضلاع متوازي

ABCD  

  :مستطيل به اضلاع

B̂(AB BC)cos− 2  

B̂(AB BC)sin− 2  

AB)ˆ:و به مساحت BC) sin B− 21
2  

  
قطرهاي مستطيل هر كدام 

روي  با اضلاع روبه
 .ضلاع، موازي استلاا متوازي

  :مستطيل به اضلاع

B̂(AB BC)cos+ 2  

B̂(AB BC)sin+ 2  

AB)ˆ:به مساحتو  BC) sin B+ 21
2    

  مستطيل

ABCD  

|  :مربع به اضلاع a b |−
2

  

a)  :و به مساحت b)S −=
2

2  

 روي  روبـه قطرهاي مربع هر كدام با اضلاع       
  . موازي است،مستطيل

 

|   :مربع به اضلاع a b |+
2

  

a)   :و به مساحت b)S +=
2

2  

  

  مربع

ABCD  

  نقطه
  .نيمسازها هستند همان قطرها

 

  a2   :مربع به ضلع

  a22   :و به مساحت

  

  لوزي

ABCD  

  نقطه
  .قطرها همان نيمسازها هستند

 

  :مستطيل به اضلاع

Âasin2 2  

Âa cos2 2  

aˆ   :و به مساحت sin A22    

  

88سراسري

80سراسري

87اسريسر
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  .اند اش همرس آخه نيمسازهاي داخلي! شكل حاصل از تلاقي نيمسازهاي داخلي هر چهارضلعي محيطي، همواره نقطه است 
   :يه حالت خاص مهم 
 دست آيد كه دو رأس مقابل آن روي اضلاع مستطيل قـرار بگيرنـد، نـسبت طـول بـه             به نيمسازهاي داخلي يك مستطيل را بكشيم و مربعي          راگ«

  ». است1 به2عرض مستطيل
  

  

  

  

  

  

  
  
  

  .شود  ضلع عمود ميآن است كه از وسط ضلع بر )خطي يا پاره( خطي  عمودمنصف نيم:تعريف 
  

  

  

الـساقين    ي مثلـث متـساوي      اعده ضلع ق  كه اين   گذرد، مگر اين    ك ضلع از رأس مقابلش نمي      عمودمنصف ي  
  !باشد

پـس در   . خط به يـك فاصـله اسـت و بـرعكس            خط از دو سر آن پاره        هر نقطه روي عمودمنصف يك پاره      
 قرار گرفتـه، از دو سـر آن ضـلع بـه         BCمنصف ضلع  كه روي عمود   Pي   هم نقطه  ABC دلخواه مثلث

PB(يك فاصله بوده  PC=( منظورم مثلث.آورد وجود مي الساقين به و مثلث متساوي PBCاست .  
PBالساقين و متساوي PBCمثلث       PC=  xH عمودمنصفBC  

ي مقابـل آن ضـلع،     بـا نيمـساز داخلـي زاويـه        الـساقين،   ، به جز مثلث متساوي     عمودمنصف هر ضلع مثلث    
ي    دايـره   خوب است بدانيد اين نقطه دقيقاً وسـط كمـان          .كنند  همواره همديگر را در بيرون مثلث قطع مي       

  .)!به فصل دايره رجوع كنيد( است ABCمحيطي مثلث
  

  

  

  !سازد هاي مساوي مي ي وارد بر هر ضلع مثلث با ارتفاع و عمودمنصف نظير همان ضلع، زاويه  ميانه
       ˆ ˆA M=1 1  xMعمودمنصف و AMميانه و AHارتفاع   

  
  

رويي رسم كنيم تا همديگر را قطع كننـد،   هايي موازي ضلع روبه ، خطABC اگر از سه رأس مثلث دلخواه    
 و مـساحتش چهـاربرابر      ABCآيد كه اضـلاعش دو برابـر مثلـث          وجود مي   مثلثي متشابه با مثلث اوليه به     

  .هاي مثلث جديد است ، عمودمنصفABCهاي مثلث  در ضمن ارتفاع؛ استABCمساحت
  
  

AI محل همرسي نيمسازهاست اگرI وA نيمساز نظيرABC،AD در مثلث-42
AD = 3

a باشد،10
pكدام است؟   

  1(/1 8  2(/1 2  3(/1 4  4(/2 6 

 B يـك چهارضـلعي متـشابه بـا    B و از برخورد نيمسازهاي خـارجي B، چهارضلعيA از برخورد نيمسازهاي داخلي چهارضلعي   -43
  آيد؟  به ترتيب چه شكلي پديد ميB و نيمسازهاي داخليAاز برخورد نيمسازهاي خارجي. وجود آمده است به

  لوزي ـ مربع) 4  مربع ـ نقطه) 3  لوزي ـ نقطه) 2  مربع ـ لوزي) 1  

2 است، مستطيلي به مساحت    45ي آن   يه و يك زاو   16الاضلاعي كه ضلع بزرگش      از برخورد نيمسازهاي داخلي متوازي     -44 وجود    به 2
  الاضلاع تقريباً كدام است؟  از تلاقي نيمسازهاي خارجي متوازي حاصلمساحت چهارضلعي. آمده است

  1(300  2(200  3(400  4(150 

عمودمنصف در مثلث 

82آزاد 
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  .شود خطي است كه از يك رأس به ضلع مقابل آن عمود مي  ارتفاع پاره:تعريف 
  )!ي ارتفاع بدانند چه همه بايد درباره آن( خواص عمومي ارتفاع 

تر باشد، ارتفاع نظيرش  در مثلث دلخواه هر ضلعي بزرگ
a  .تر است و برعكس كوچك b ch h h< <  a b c> >  

 

 وتر است  تر نزديك  نظير هر ضلع، به ضلع كوچكارتفاع
  .سازد و برعكس تري مي ي كوچك تر زاويه با ضلع كوچك

AB از AC تـر اسـت، پـس        كوچكAH تـر    نزديـك
  !AC است تاABبه

ˆ ˆA A<1 2  AB AC<  
 

 سـه مثلـث     ،وقتي سه ارتفاع و مثلث ارتفـاعي را بكـشيم         
  :اند دورتادور با مثلث اصلي متشابه

APK BPH CKH ABC
Δ Δ Δ Δ

  
 

BC AD AC BD AB CD+ = + = +2 2 2 2 2 2  

 

BC AD AC BD AB CD S⋅ + ⋅ + ⋅ = 4  
Sث مساحت مثلABCاست .  

 

هاي مثلـث اصـلي، بـراي مثلـث ارتفـاعي نيمـساز               ارتفاع
  .هستند

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH H , K K , P P= = =1 2 1 2 1 2  

 

هـاي مثلـث اصـلي، بـراي مثلـث ارتفـاعي نيمـساز                ضلع
  .اند خارجي

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH H , K K , P P= = =3 4 3 4 3 4  

 

  »مثلث ارتفاعيخواص «
  

اگر سه ارتفاع مثلث دلخواه را رسم كرده و پاهاي سه ارتفاع 
  . را خواهيم داشت»عيمثلث ارتفا«. را به هم وصل كنيم

  
  

  ! مثلث ارتفاعي استHPKمثلث

، مثلث ارتفاعي در بـين      ABCي  الزاويه  حادهبراي مثلث   
ترين محيط را      كم ABCهاي محاط شده در     تمام مثلث 

MNPمحيط مثلث ارتفاعي             : دارد    محيط≤
 

 ارتفاع در مثلث 

  جام شده، درست است؟ي ان در هر يك از موارد زير عمودمنصف اضلاع رسم شده است، در كدام موردها محاسبه-45

)الف  

 

Ê | |= α + β − )ب  90

 

Ĉ = )ج  30

 

α = 53  

  »ج« و »ب«) 4  »ج« و»الف«)3 »ب« و»الف«)2 يكهيچ)1 
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  زاويه و مثلث  فصل اول

1 با خود مثلث اصلي متشابه است، با نسبت تشابهالاضلاع، مثلث ارتفاعي در مثلث متساوي 
2.  

  !هاي طولي در حضور ارتفاع رابطه 
  : فرض شوند، همواره داريمch وah،bhها به ترتيب نهاي نظير آ  و ارتفاعc وABC،a،bاگر طول اضلاع مثلث

a   اضلاعبرحسبطول ارتفاع  b
S Sh p(p a)(p b)(p c) , h p(p a)(p b)(p c)a a b b= = − − − = = − − −2 2 2 2  

c
Sh p(p a)(p b)(p c)c c= = − − −2 2  

ــه ــلع و   رابط ــين دو ض ي ب
  ها ارتفاع نظير آن

b c
a a

h ha a,b h c h= =  

a b cah bh ch= c يا =
b

hb
c h=  

هـاي مثلـث، روابـط معكوسـي بـين       يعنـي روابـط بـين ضـلع    
  .دهد ها را نتيجه مي هاي نظير آن ارتفاع

ي بين سـه ارتفـاع و         رابطه
a  اضلاع با مساحت b c

p
h h h S+ + =1 1 تـوان از ايـن       د دارند، مـي   هايي كه هر سه ارتفاع وجو       در تست   1

  !رابطه كمك گرفت

  ها نسبت اضلاع و ارتفاع

a b ch h h S

a b c

= = = 21 1 1  

  يا 

a b c

a b c S

h h h

= = = 21 1 1  
  .اند سه ارتفاع مثلث با معكوس اضلاع متناسب

هـا تبـديل كـرد، بـا ايـن             ارتفاع برحسباي    ملهتوان به ج    درجه باشند را مي     هر تساوي يا نامساوي كه بين اضلاع مثلث برقرار بوده و همگي هم             
  !ردار عكس ضلع بگذاريا ارتفاع ب! ردار عكس ارتفاع بگذارضلع ب: ي طلايي محشر جمله

(ها  با عكس ارتفاع 
c b a

, ,h h h
1 1   .باشد  ميS2توانيم يك مثلث بسازيم كه با مثلث اصلي متشابه است، نسبت تشابه هم  مي)1

  

  

  

  

  

  
  

  ها در حضور ارتفاع زاويه 

ي بين ارتفاع و نيمساز يـك رأس،          در مثلث دلخواه، زاويه   
  .ي ديگر مثلث است مساوي نصف تفاضل دو زاويه

AHارتفاع و ADنيمساز   
ˆˆ| B C |Â −=1 2  

 

ي بـين ارتفـاع و نيمـساز خـارجي           در مثلث دلخواه، زاويه   

ي نـصف تفاضـل دو         به اضافه  90يك رأس برابر است با    
ي  ي زاويـه  ي ديگر مثلث، يا نصف اين زاويه به اضافه        زاويه
  .ثتر مثل بزرگ

AHارتفاع و Axنيمساز خارجي   
ˆˆ ˆ| B C | A B̂−α = + = +90 2 2  

 

ي بين ارتفاع يك ضـلع و نيمـساز           در مثلث دلخواه، زاويه   
ي   يـه وي است با نـصف مجمـوع زاو       نظير رأس ديگر، مسا   

  .ي نظير ارتفاع سوم با زاويه

AHارتفاع و BDنيمساز   
ˆ ˆC A+α = 2  

 

a در مثلثي-46 bc=22   ها درست است؟ كدام رابطه بين ارتفاع.  است3
  1(a b ch h h=3 2  2(a b ch h h=22 3  3(a b ch h h=23 2  4(a b ch h h= +23 2 2  

1ي سه ارتفاع  با اندازه مثلثي-47
3

،3
   باشد؟تواند نمي كدام عدد h.الزاويه است  منفرجهh و2

  1(/1 25  2(/0 5  3(/0 1  4(/0 2  

ABC) ABالساقين  در مثلث متساوي- 48 AC=(حاصل.  است12ي قاعده  و اندازه8ي نظير قاعده ، طول ميانهb c a
a b c

h h h
h h h+    كدام است؟+

  1(/1 5  2(65
30  3(3  4(91

30 
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  : به سه صورت اصلي زير قابل محاسبه استABCخواه مساحت مثلث دل
  مساحت

a   ضلع و ارتفاع وارد بر آنبرحسب b cS a h b h c h= ⋅ = ⋅ = ⋅1 1 1
2 2 2  

  مساحت
  ي بين  دو ضلع و زاويهبرحسب

ˆ ˆ ˆS bcsin A absinC acsin B= = =1 1 1
2 2 2  

  مساحت
   سه ضلعبرحسب

  :دستور هرون
)p نصف محيط است (S p(p a)(p b)(p c)= − − −  

هـا پيـدا كنيـد و     ي سـينوس  ي مثلـث را بـا قـضيه     كافيـه يـه ضـلع ديگـه       . ها نيز قابل محاسبه است      مساحت مثلث با معلوم بودن دو زاويه و ضلع بين آن           
  …ي ماجرا بقيه

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  ها در تست باز شده باشد اي ميانهمساحت مثلث وقتي پ 

ها  ي بين آن قتي دو ميانه از مثلث و زاويهو
b(داده شده باشد  a, m , mα(،  

ــا طــولAMي ميانــه ــا طــولBNي  و ميانــهam ب  bm ب
  .اند معلوم

ABC a bS m m sin= ⋅ ⋅ α2
3  

  

ي مثلثي داده شده   سه ميانههاي وقتي اندازه
c (باشد b am , m , m(،  

cm(ABCS وam،bmبا اضلاعمساحت مثلثي ( = ×4
3  

 را پيـدا و     cm و am،bmمساحت مثلثي با اضلاع   به عبارتي   

4در
    . ضرب كنيد3

ي وارد بر ضلع  وقتي دو ضلع از مثلث و ميانه
am (سوم داده شده باشد ,c , b(،  

 ABCSدهيم و بـه جـاي       ي خودش امتداد مي     ميانه را به اندازه   
 سـه   ؛يـابيم    مي ،است را كه با آن مساوي       ANC مثلث مساحت

  . هستندc وb،am2ضلع اين مثلث

  

BM،رو در شكل روبه -50 AB= 3
AMNC. استBC وسطN و5

ABC

S
Sكدام است؟   

  1(/0 3    2(/0 7  
  3(/0 8    4(/0 6  

  
ABC،ah در مثلث-51 = 8،b c و17=    كدام است؟ABCSهاي ممكن براي مجموع جواب.  است10=

  1(120  2(100  3(150  4(84  
  ، درست محاسبه شده است؟ABC در كدام مورد مساحت مثلث-52

AB اگر)الف AC= =2 3 cosAˆ و24 = 7
Sگاه  باشد، آن4 = 36.  

BC اگر)ب AB= =12 3 cosAˆ و24 = 15
Sگاه شد، آن با4 = 4 15.  

 »ب« و »الف«) 4  »الف«فقط)3 »ب«فقط)2 يكهيچ)1 

 مساحت مثلث 

.  است 60، برابر Cي خارجي    با زاويه  Aي   و تفاضل زاويه   20 برابر Bي  ي بين ارتفاع و نيمساز داخلي زاويه        ، زاويه ABC در مثلث  -49
   كدام است؟C با نيمساز داخليBي بين ارتفاع ي زاويه  به اضافهBي بين ارتفاع و نيمساز خارجي نظير زاويه
  1(135  2(160  3(145  4(130 

84 و82آزاد 
85سراسري 
82آزاد

87آزاد 

82آزاد
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  

  

  

  

  هاي خاص احت مثلثمحيط و مس 
  شكل  مساحت  ها ارتفاع  محيط  ثلثم

a  a3  aالاضلاع به ضلع متساوي b ch h h a= = = 3
2  S a= 23

4  

  

  و دوaالزاويه با وتر قائم
c  a وbضلع b c+ +  

a
bch a=  

bh c=  

ch b=  

bcS = 2  

S           يا p(p a)= −  
S  يا (p b)(p c)= − −  

  

الساقين با  متساوي
b  aهاي  و ساقaي قاعده b+ 2  

a
b ah −=

2 24
2  

b c a
ah h hb= =  

aS b a= −2 244  

  

 »فاصله«ر آن كلمات    هايي كه د    معمولاً تست ! كه فقط مساحت را خواسته باشند و ما حساب كنيم           نه اين ! حل تست باشد    تواند خودش يك راه     مساحت مي  
   !ها را بايد شست چشم!  حل شوند توانند با مساحت  مي حضور دارند،»عمود«و 

  هاي ديگر براي مساحت مثلث رابطه 

abcS  :  محيطيي  اضلاع و شعاع دايره    برحسب 1  R= 4  

ˆ  :ها   زاويه  و   محيطيي   دايره  شعاع  برحسب 2  ˆˆS R sin A sin B sin C= 22  
S  : محاطي داخلي   ي  اضلاع و شعاع دايره    برحسب 3  pr=  
a  : ي محاطي خارجي    اضلاع و شعاع دايره    برحسب 4  b cS (p a)r (p b) r (p c) r= − = − = −  

   5   a b cabch h h
S =

3

2  

BP طـوري رسـم شـود كـه        AP، خـط دلخـواه    ABC اگـر در مثلـث     !ي محـشر    يك رابطه   m
PC n=   ،باشـد 

ABP،صورت  دراين
APC

S m
S n=.  

  !همين استهم ها  هاي ساخته شده روي آن  مثلث به زبان ديگر، نسبت دو قطعه هر چه باشد، نسبت مساحت

  

  

  

  كدام است؟ABCSهاي داده شده،با توجه به مساحت مثلث -55
  1(336    2(315  
  3(318    4(327  

  باشند، كدام است؟9و7،8اش مساحت مثلثي كه طول سه ميانه-53
  1(12 5  2(20 5  3(9 5  4(16 5  
a در مثلثي-54 =17،b = cm و21 =    است؛ مساحت مثلث كدام است؟5

 1(86 2(84 3(64  4(60 

80سراسري 

85سراسري 
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حجم و مقوي  كم 2 و 1هندسه 

 آيـد كـه مـساحتش       وجود مي   د دهيم، مثلثي به   ي خودشان امتدا     اگر اضلاع مثلث را در يك جهت به اندازه         
MNP  . هفت برابر مساحت مثلث اوليه است   ABCS S= 7  

  
    

  
  ،MNPنام هبرابر هر ضلع امتداد دهيم تا مثلثي جديد حاصل شود بnي و اگر اضلاع مثلث را در يك جهت و به اندازه

MNP  : در اين صورت  
ABC

S n(n )S = + +3 1 1  

  

  ها قضاياي اصلي نامساوي 

ترين و  نامساوي بزرگ
  ترين ضلع كوچك

1 از ،ترين ضلع   بزرگ
تـر    مثلث، كوچـك   محيط   3

  .نيست

pa

pc

⎧ ≥⎪
⎨
⎪ < ≤
⎩

2
3

20 3

  a b c≥ ≥  

1ترين ضلع از كوچك
  .تر نيست  بزرگ، محيط3

 

  ي خارجي نامساوي زاويه

 داخلـي   هـاي   زاويـه ي خارجي از هر يك از         زاويه
  .تر است غير مجاور خود بزرگ

ˆ ˆ ˆ ˆC A , C B> >1 1  Ĉ1خارجي  
  

ي   ضلع و زاويهنامساوي
  روي آن روبه

ي   تـر باشـد، زاويـه       در يك مثلث هر ضلعي بزرگ     
  .تر است و برعكس رويش نيز بزرگ روبه

ˆ ˆA C>  a c>  
  

  )حمار(نامساوي مثلثي 

 مجموع دو ضـلع ديگـر       در يك مثلث هر ضلع از     
  .تر است كوچك

a b c< +  
b a c< +  
c a b< +  

  

BC   در دو مثلثلولاي  قضيه B C′ ′<  

AB A B
ˆ ˆA A
AC A C

′ ′=⎧
⎪ ′<⎨
⎪ ′ ′=⎩

  

  
  

ي لولا در دو  عكس قضيه
  مثلث

ˆ ˆA A′<  
AB A B
BC B C
AC A C

′ ′=⎧
⎪ ′ ′<⎨
⎪ ′ ′=⎩

  

  
  

  

 ها در مثلثنامساوي 

سراسري
85 و 80

82سراسري
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  زاويه و مثلث  فصل اول

 )هـر كـدومش  ( ، يك ضـلع مثلـث باشـه   a اگهشه، اونم اينه كه  را شامل ميحمار نامساوي 3نامساوي مثلثي يه شكل ساده و خلاصه شده داره كه هر  
|،وقت آن b c | a b c− < <   .تر است تر و از تفاضل اون دوتا بزرگ هر ضلع مثلث از جمع دوتاي ديگه كوچك: شه اش مي  كه فارسي؛+

 a مثلاً اگـر  !شه   تبديل مي  )از جهت محاسبه  (وقت نامساوي مثلثي به يك شكل بسيار ساده و سريع            تره، اون    كدوم ضلع مثلث از همه بزرگ      بدونيماگه   
a، كافيه بنويسيم،ترين ضلع مثلث باشه رگبز b c<   ! دوتاي ديگه رو هم در خودش دارهاين جمله! +

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

aامـا . انـد    نيز اضلاع مثلث   k به شرط مثبت بودن    kc و ka،kb، سه ضلع مثلثي باشند    c و a،bراگ  m+،b n+ و c t+      بـا ايـن شـرط 
  !يعني شرط نامساوي مثلثي را داشته باشند.  بتوانند مثلثي بسازندt وm،nاند كه خود اضلاع مثلث

  

  

  

  

  

  

  

  

 براي اين مثلـث چنـد     ، باشد 30ترين ضلع مثلث حداكثر   اگر طول بزرگ. و متوالي هستند3 اضلاع مثلثي سه عدد طبيعي مضرب-56
  جواب وجود دارد؟

  1(6  2(7  3(8  4(9  

D̂ نيمـساز و   AD،رو  در شكل روبه   -57 =1  طبيعـي   C و Bهـاي   ي زاويـه    اگـر انـدازه   .  اسـت  35

B̂ˆ،باشد C+حداقل كدام است؟   

  1(108    2(109  

  3(110    4(111  

  از بين جملات زير چندتا درست است؟. استالزاويه   قائمA در رأسABC مثلث، در شكل مقابل- 58
AN)الف MC>  ب(BN AN>  ج(PM QN<   

  1)2    يك هيچ) 1  
  3(2    4(3  

   اضلاع مثلثي باشند، كدام سه عدد لزوماً سه ضلع مثلث نيستند؟c وa،b اگر-59

  1(ac , ab , a2  2(bc b, , ba a
2

  3(a , ,bc c b
1 1  4(c , b , a+ + +7 4 2  

yاگر بدانيم.  مفروض است6وy3،x2مثلثي با اضلاع -60 x= +3 2    است؟y وxي قابل قبول ، كدام قسمت اين خط محدوده4

  1 (  2(

 

  3(

 

  4(
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حجم و مقوي  كم 2 و 1هندسه 

   فرعي مثلثيهاي مربوط به اجزا نامساوي 

ي  نامساوي نقطه
  دلخواه

  : باشدABCلثاي دلخواه درون مث  نقطهOاگر

ˆ ˆO A , BC OB OC AB AC
p OA OB OC p

> < + < +
< + + < 2

  

 

  يك ميانه

تـر و از نـصف        هر ميانه از نصف مجمـوع دو ضـلع ديگـر كوچـك            
  .استتر  ها بزرگ تفاضل آن

a b

c

| b c | | a c |b c a cm , m

| a b | a bm

− −+ +< < < <

− +< <

2 2 2 2

2 2

 
 

  سه ميانه

نـي در   يع! دهنـد   ي هر مثلث، خود تـشكيل مثلثـي مـي           سه ميانه 
  .كنند نامساوي مثلثي صدق مي

b c a b c| m m | m m m− < < + 
 

هاي مربوط  نامساوي
  ها به ميانه

  ها مجموع ميانه

3تـر و از     ي مثلـث از محـيط كوچـك         مجموع سه ميانه  
 محـيط   4

  .تر است بزرگ

a b c
p( p) m m m p= < + + <33 2 24 2  

  يك ارتفاع
  .تر است هر ارتفاع از نصف مجموع دو ضلع ديگر مثلث كوچك

a b c
b c a c a bh , h , h+ + +< < <2 2 2 

 

  سه ارتفاع

در (سـازند     ي جديـد مـي    هاي سه ارتفاع، خود مثلث      معكوس اندازه 
  !)كنند نامساوي مثلثي صدق مي

b c a b c
| |h h h h h− < < +1 1 1 1 1 

 

هاي مربوط  نامساوي
  ها به ارتفاع

  ها مجموع ارتفاع

تـر و از      ط بـزرگ  ي سه ارتفاع مثلث، از نـصف محـي          مجموع اندازه 
  .تر است محيط كوچك

a b cp h h h p< + + < 2 
 

ميانه و ارتفاع و 
  نيمساز يك رأس

  .تر است از نيمساز و نيمساز از ارتفاع بزرگميانه  ،در مثلثبراي يك رأس 

a a ah d m≤ AH يا ≥ AD AM≤ ≤  

 

نامساوي مربوط به 
  نيمسازها

a b c a b c a b ch h h d d d m m m+ + ≤ + + ≤ + +  

a b cp d d d p< + + < 2  
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  زاويه و مثلث  فصل اول

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 در مثلـث، نـه   60ي يا ضلع مقابل به زاويه.  ضلع متوسط مثلث است، ضلع مقابل به آن، باشد60 در يك مثلث با اضلاع نابرابر، اگر يك زاويه    
  .ترين ضلع ترين ضلع است نه بزرگ كوچك

   ». بيشتر است60لع مثلث، هميشه ازترين ض بزرگ  بهرو ي روبه زاويه« :جملات معادل

  »تر است  كم60ترين ضلع مثلث، هميشه از كوچكرو به  ي روبه زاويه«

ــر  ــر  اگ ــي ب ــي در مثلث ــدد طبيع ــه،nاي ع n ك > ــت2 ــيم ، اس ــته باش n داش n na b c= ــاه آن ،+ ــهگ ــه  زاوي ــيaروي ي روب ، در Â يعن
>Âنامساوي <60   .كند  صدق مي90

                    : كنمتر خواهم اين نامساوي را كامل دانيد چگونه بايد نوع مثلث را با سه ضلع ارتباط دهيد، حالا مي از قبل مي 

(b c) a b c− < < +2 2 2 2  Â < 90 

a b c= +2 2 2  Â = 90 
b c a (b c)+ < < +2 2 2 2  Â > 90 

  

  

x،انداز ، به ترتيب عبارتBدر مثلثي ميانه، ارتفاع و نيمساز نظير رأس -61 −6 2،x +2    وجود دارد؟xي، چند جواب صحيح براx5 و4
  3)4  2)3  1)2  هيچ) 1  

ah، داريمABC در مثلث-62 BC=   كدام مورد در آن درست است؟. 4
  1(Â > 90  2(Â < 90  3(ˆ ˆA B>  4(ˆ ˆA C<  
x،5هاي مثلثي ي ضلع  اندازه-63 −    كدام است؟x باشد، حدودx3ي مثلث اگر مجموع سه ميانه.  هستندx−7 و2

  1(x< < 102 3  2(x< <5 72  3(x< <2 7  4(x< <5 10
2 3  

mاي طول وتر الزاويه  در مثلث قائم-64 +2 m5اع وارد بر وتر و ارتف4
   باشد؟m مقدارتواند نمي  گزينهكدام.  است2

  1(2
7  2(7

5  3(6
5  4(11

10  

4 و سه ارتفاع آن، تصاعد هندسي با قدرنسبت        4لثي، تصاعد حسابي با قدرنسبت    ي مث   هاي سه ميانه    اندازه -65
بـين ايـن    . سازند   مي 5

يانـه و   مجموع طول م  . هايش اعداد صحيح هستند، را درنظر بگيريد        ها و ارتفاع    ترين ابعاد را دارد و طول ميانه        ها، مثلثي كه كوچك     مثلث
  ترين ضلع آن كدام است؟ ارتفاع بزرگ

  1(14  2(6  3(141
25  4(341

25  

a در مثلثي-66 =12،c =    وجود دارد؟bچند جواب صحيح براي.  منفرجه استB̂ و9
  شمار بي) 4  10)3  5)2  20)1  

84 آزاد
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