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  دوتايياصل شمول و عدم شمول 
|  :  تعلق دارند برابر است باB يا بهAتعداد عضوهايي كه به  A B | | A | | B | | A B |     

Aاصل شمول و عدم شمول حرف جديدي نيست و فقط بيان فرمول تعداد اعضاي             ... حق با شماست  ! كه حرف جديدي نيست     خب اين  B   اسـت؛ 

  .شود هايش به زبان ديگري بيان مي اما مسئله

  | A B | | A | | B | | A B | | | | | | |        Â²»H Â¶»j »j oÀاصل شمول: تعداد عضوهايي كه به حداقل يكي از دو مجموعه تعلق دارند  

  | (A B) | | S | | A B |  
®¨

 نه به(ها تعلق ندارد  يك از مجموعه تعداد عضوهايي كه به هيچAو نه به B :(اصل عدم شمول  

]nپذيرند برابر است با  بخشk كه برnتر يا مساوي  كمتعداد اعداد طبيعي  ]
k

  ؛ 

n  :رابر است باپذيرند ب  بخشk، كه برn تاmپس تعداد اعداد طبيعي از  m[ ] [ ]
k k

1  

  

}ي چند عضو از مجموعه :تست , , , }22 23 220پذيرند؟  بخش7 يا3 بر  

1(84  2(85  3(86  4(87  

|  : آوريم دست مي اول مواد لازم براي فرمول را به  :پاسخ A | [ ] [ ]220 213 73 7 663 3     JnIñ¶ jHk÷U  

    | B | [ ] [ ]220 217 31 3 287 7     JnIñ¶ jHk÷U  

    | A B | , [ ] [ ]220 217 3 21 10 1 921 21       JnIñ¶ jHk÷U JnIñ¶ jHk÷U  

|    :حالا طبق اصل شمول A B | | A | | B | | A B |7 3 66 28 9 85       IÄ JnIñ¶ jHk÷U  

]  : كند طوري حل مي تا عدد داريم، اين199، 220 تا22 اگر كسي اشتباه كند و بگويد از   ] [ ] [ ]199 199 199 66 28 9 853 7 21       

}ي آورد اما در مجموعه  دست مي جا درست به در اين , , , }21 22 220پس لطفاً از اين كارها نكنيد. شود  غلط مي!  

  
   هستند؟3رقمي، مربع كامل يا مضرب چند عدد طبيعي سه :تست

1(315  2(316  3(314  4(317  

|  : پاسخ B | [ ] [ ]999 99 333 33 3003 3     3تعداد مضارب           | A | |{ , , , } |2 2 2

100 961
10 11 31 22  هاي كامل تعداد مربع  

    | A B | 300 22 7 315    | A B | |{ , , , , , , } |2 2 2 2 2 2 212 15 18 21 24 27 30 7  ها تعداد مشترك  
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   را دارند؟4 و2رقمي فاقد صفر، حتماً ارقام4چند عدد طبيعي :تست
1(740  2(750  3(760  4(770  

  :رويم دقت كنيد كه در اين مسائل از اصل عدم شمول مي 

  : پاسخ
, , ,

| S | 4

1 2 9
9 9 9 9 9 6561      


را ندارند4 يا2                 تعداد كل كلًدارند4 و2حتما   

    | B | 44 8 4096                 ندارند 
, , ,

| A |      4

1 3 9
2 8 8 8 8 8 4096


ندارند  

    
, , , , , ,

| A B |      4

1 3 5 6 7 8 9
4 7 7 7 7 7 2401 ندارند2 و  

    | A B | | A | | B | | A B |         2 4096 4096 2401 8192 2401 5791 ندارند4يا   
    | S | | A B |    2 6561 5791 770دارند4 و  

  !ي آمده استاين حجم محاسبات قبلاً در كنكور سراسر 

  .چينيم داريم و مي دو رقم ديگر را برمي.  را دارند4 و2اين اعداد حتماً 

  : داريم9 و8، 5،6،7، 1،3 و دوتا رقم متمايز ديگر از بين2،4  !7504 42 تا  

  : داريم9 و7،8، 5،6، 1،3 دوتا رقم يكسان از بين و2،4  !
!

4784 1 2 تا  

  : ديگر داريم4 يا2 و يك رقم9 و7،8، 3،5،6، 1 و يك رقم ديگر از بين2،4   !
!

47 2168 1 12  تا  

2،4،2،!
! !

 46 42   تا2

2،4،2،!
!

 44   تا23

2،4،4،!
!

 44   تا43

504    :شود جمعاً مي 84 168 6 4 4 770       

  
}ي روي مجموعه :تست , , }1 2    چند رابطه داريم كه نه بازتابي و نه پادتقارني باشند؟3
1(259  2(248  3(253  4(292  

  نه بازتابي نه پادتقارنيكلبازتابي يا پادتقارنيكل)بازتابيپادتقارنيبازتابي و پادتقارني(    :پاسخ

    ( ) ( )9 6 3 3 32 2 2 3 3 512 64 216 27 512 253 259             
  :ها را هم ببينيد ماتريس

        
3پادمتقارن   حالت33بازتابي و پادمتقارن         32    حالت62بازتابي   حالت3

  

  تايي و بيشتر  و عدم شمول سهاصل شمول
  : مجموعه سهاين هم تعداد اعضاي اجتماع

| A B C | | A | | B | | C | | A B | | A C | | B C | | A B C |             تعداد اعضايي كه به حداقل يكي از سه مجموعه تعلق دارند  
  :و اصل عدم شمول

| A B C | | S | | A B C |       يك از تعداد اعضايي كه به هيچA،Bو Cتعلق ندارند تعداد اعضايي كه نه بهAو نه به Bو نه به Cتعلق دارند   
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  ؟نيستندپذير   بخش5 و2،3عداديك از ا رقمي بر هيچ چند عدد طبيعي سه :تست
1(340  2(240  3(260  4(360  

|  : پاسخ A | [ ] [ ]     999 992 499 49 4502 2JnIñ¶ jHk÷U  | S |    999 99 900IÀ Âμ¤n ¾w ®¨  jHk÷U  

  | C | [ ] [ ]     999 995 199 19 1805 5JnIñ¶ jHk÷U  | B | [ ] [ ]     999 993 333 33 3003 3JnIñ¶ jHk÷U  

  | A C | [ ] [ ]

0

999 995 2 99 9 9010 10      
1 JnIñ¶
» JnIñ¶ jHk÷U  | A B | [ ] [ ]     999 993 2 166 16 1506 6 

6 JnIñ¶
» JnIñ¶ jHk÷U  

  | A B C | [ ] [ ]

0

999 995 3 2 33 3 3030 30       
3  JnIñ¶

» , JnIñ¶ jHk÷U  | B C | [ ] [ ]     999 995 3 66 6 6015 15 
15 JnIñ¶
» JnIñ¶ jHk÷U  

    | S | | A B C | ( )           900 450 300 180 150 60 90 30 900 660 240   
 

  

  ؟نيستندوي  منزc وa،bهاي يك از رأس ، هيچe وa،b،c،dه با رئوسدر چند گراف ساد :تست
1(150  2(192  3(432  4(854  
aتعداد كلاند  منزويcياbياa    :پاسخ ،bو cمنزوي نيستند  
  :ها با هم مساوي است دقت كنيد كه تعداد حالت 

     )      (62 64 تعداد حالاتي كه يك رأس منزوي است| A | | B | | C |    
    )     (  32 |اند  تعداد حالاتي كه دو رأس منزوي8 A B | | A C | | B C |      

    )    (12 2 اند تعدادحالاتي كه سه رأس منزوي| A B C |    

    )      (102تعداد كل حالات| S |   
|    :پس داريم S | | A B C | | S | (| A | | B | | C | | A B | | A C | | B C | | A B C |)                

    ( )1024 192 24 2 854    ( ) ( )10 6 6 6 3 3 3 12 2 2 2 2 2 2 2 1024 3 64 3 8 2               
  

  
  

نفر در شيمي تجديد شـده باشـند،    13نفر در فيزيك و 11اگر. اند آموزان يك كلاس، در درس فيزيك يا شيمي تجديد شده         نفر از دانش   1-17
  اند؟ فر در هر دو درس تجديد شدهچند ن
1(7   2(6   3(5   4(4   

  چند نفر در هيچ   . اند  نفر در هر دو كلاس شركت كرده       23نفر در كلاس عربي و     31ت،نفر در كلاس ادبيا    35آموز يك دبيرستان،    دانش 51 از -2
  )82سراسري (  ؟ اند ننمودهيك از دو كلاس شركت 

1(15   2(16   3(17   4(8   
ــه -3 ــورد مجموعـ ــاي در مـ ــي Cو A،Bهـ ــه مـ ــيم كـ |دانـ A | 4،| B | 3،| C | 5،| A B | 1،| A C | 3   ، | A B C | 1 و  

| A B C | 7  .حاصل| B C | ؟كدام است  
    3)4   2)3   1)2  صفر) 1

هـا فوتبـال و    نفر از آن 6.پردازند نفر به ورزش بسكتبال مي 24نفر به ورزش واليبال و  33نفر به ورزش فوتبال،    29اه ورزشي،  در يك باشگ   -4
ايـن  . كنند ها هم هستند كه در هر سه رشته فعاليت مي دو نفر از آن. كنند نفر واليبال و بسكتبال بازي مي 4تبال و بسكتبال و  نفر فو  8واليبال،

  باشگاه در اين سه رشته در مجموع چند عضو دارد؟
1(68   2(70   3(72   4(74   

 B،20و Cنفر مجله  30اگر. خوانند  را مي  Cي  نفر مجله  50و ،Bي  نفر مجله  A، 50ي  نفر مجله  60آموز،  دانش 100 در يك نظرخواهي از    -5
  خوانند؟ اي نمي نفر هر سه مجله را بخوانند، چند نفر هيچ مجله 10را بخوانند و Bو Aنفر مجله C،20و Aنفر مجله

   20)4   10)3   5)2  صفر) 1
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  پذير باشد؟ بخش 7يا بر 3چند عدد وجود دارد كه بر 200تر از  در بين اعداد طبيعي كوچك-6
1(83   2(84   3(85   4(86   

  )82سراسري (  ؟6پذير باشد، نه بر بخش 5رقمي وجود دارد كه نه بر3 چند عدد- 7
1(540   2(570   3(600   4(630   

n}ي  چند عضو از مجموعه- 8 | n }150 500   91خارج (  ؟11پذيرند و نه بر تقسيم 7نه بر(  
1(271   2(272   3(273   4(274   

  پذير نيستند؟ بخش 5و 2،3يك از اعداد ، چند عدد هستند كه بر هيچ100تا 1 در بين اعداد-9
1(29   2(28   3(27   4(26   

  نيستند؟ 5اند اما مضرب4يا 3تر نيستند، مضرب بزرگ 2001 چند عدد طبيعي كه از-10
1(801   2(792   3(781   4(762  

, چند عدد چهاررقمي با ارقام-11 , ,1 2 3   حداقل يك بار ظاهر شوند؟ 4و 2هاي ها رقم وجود دارد كه در هر يك از آن 4
1(110   2(104   3(116   4(120   

  )88سراسري (  ، حداقل يك بار ظاهر شوند؟6و 3هاي ها هر يك از رقم رقمي وجود دارد كه در آن  چند عدد سه-12
1(54   2(52   3(48   4(56   

  بار داشته باشد؟ را حداقل يك  4و 2،3وجود دارد كه هر يك از ارقام 5رقمي در مبناي4 چند عدد-13
1(64   2(78   3(86   4(92   

a در چند جايگشت از حروف-14 a b b c گيرند؟ هيچ دو حرف يكساني كنار هم قرار نمي  
1(10   2(12   3(15   4(21   

a در چند جايگشت از حروف-15 a b b c c گيرند؟ هيچ دو حرف يكساني كنار هم قرار نمي  
1(30   2(40   3(48   4(64    

Aي  چند رابطه كه بر روي مجموعه-16 { , , }1 2 3 شود، نه متقارن است نه پادمتقارن؟ نوشته مي  
1(240   2(232   3(248   4(252    

  ي متمايز قرار بگيرند، به طوري كه در هر لانه حداقل يك كبوتر قرار بگيرد؟ توانند در سه لانه كبوتر متمايز به چند طريق مي 17-5
1(150   2(162   3(172   4(186   

ها درون پاكت     قرار داد، به شرطي كه فقط يكي از نامه         Dو A،B،Cرا درون چهار پاكت    dو a،b،cي  توان چهار نامه     به چند طريق مي    -18
  نام خود قرار گيرد؟ هم

1(4   2(8   3(12   4(16   
  روستا منفرد باشند؟ 2هايي احداث كرد، به طوري كه دقيقاً روستا جاده 5توان بين  چند روش مي به-19

1(20   2(32   3(36   4(40   
  )كتاب درسي(  جاده كشيد، به شرطي كه هيچ روستايي منفرد باقي نماند؟ Dو A ،B،Cتوان بين چهار روستاي  به چند طريق مي- 20

1(24   2(41   3(53   4(56   
خود را با هم عـوض      هاي    توانند اتومبيل   نفر به چند طريق مي     4اين. كنند  نفر راننده كه هر كدام يك اتومبيل دارند، در يك محل كار مي             21-4

  كدام اتومبيل خود را نرانند؟ كنند، به قسمي كه هيچ
1(20   2(18   3(9   4(6   

  

  
  

kxي  معادله x x n1 2     هـا     براي اين اسـت كـه مجهـول        خطيي    تأكيدمان روي كلمه  . ناميم   ضرائب واحد مي   ي خطي با    ي سياله    را معادله
  :بينيم اين معادله را در مسائل زير مي).  است1توان همگي(توان ندارند 

  . نفرk سكه بينn نوع گل؛ توزيعk شاخه از بينnگلي با اب دستهي متمايز؛ انتخ  جعبهk شيء يكسان درnتوزيع
ix  :هستند ) يعني عدد حسابي  (اعداد صحيح و نامنفي  ) ها  مجهول( ها ixدقت كنيد كه  , , , ,0 1 2 3   

  .ها اصلاً سكه نرسد ي نباشد، از يك يا چند نوع گل اصلاً برنداريم و به بعضيها هيچ شيئ ن است در بعضي از جعبهيعني ممك
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kي سياله، بايد    براي حل معادله   1  تا ديوار بينn    سهم هريك از   تا شيء قرار دهيم تا k    نفـر،  3 سـكه بـين    5مـثلاً بـراي تقـسيم     .  نفر معلوم شـود
xي معادله x x1 2 3 5  هاي زير دقت كنيد حالا به شكل. شود  ساخته مي.  
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kهاي كنار هم قرارگرفتن هاي صحيح و نامنفي معادله، برابر با تعداد حالت پس تعداد جواب 1ديوار و nاين تعداد برابر است با.  سكه است:  

     n k
k

1
1

 
   يا   (n k )!

n!(k )!
1

1
 


  

  :پس اين شد

kxي خطي هاي صحيح و نامنفي معادله تعداد جواب x x n1 2   برابر است با : n k
k

1
1

 
  

nعدد ثابت سمت راست معادله و kها است  تعداد مجهول.  
  

  توان برداشت؟  نوع گل مي4 شاخه از بين7باچند دسته گل متفاوت  :تست
1(35  2(28  3(2401  4(120  

x    :پاسخ x x x1 2 3 4 7     

         n
k

n k
k




        
7
4

1 7 4 1 10 1201 4 1    صحيح و نامنفي  تعداد جواب3

  
xي معادله :تست x3 5 2 8  چند دسته جواب صحيح و نامنفي دارد؟   
1(36  2(210  3(6  4(7  

xيد كه اين معادله در واقع دقت كن :پاسخ x3 5 6 است، پس n 6و k 2) و داريم)  ها  تعداد مجهول:     6 2 1 7 72 1 1
     

  
   شكلات برسد؟2دقيقاًتوان بين علي، سروش و رسول تقسيم كرد كه به رسول  شش شكلات يكسان را به چند طريق مي :تست
1(28  2(5  3(26  4(13  

aي ها به معادله براي تقسيم شكلات :پاسخ s r 6  رسيم اما چون  ميr 2است، در واقع a s 4 و داريم  :  

    k 2        تعداد افرادn 4        تعداد كل   4 2 1 5 52 1 1
     

  

  :چهارتا چيز ديگر هم بدانيد
kxي  ي خطي، نامعادله     اگر به جاي معادله     x x n1 2       دقت كنيد حتماً بايد   ( را بدهندn كردن يك مجهول، نامعادله    ، با اضافه  ) باشد
  :كنيم را به معادله تبديل مي

  

xي نامعادله :تست x x1 2 3 7  چند دسته جواب صحيح و نامنفي دارد؟   
1(21  2(36  3(120  4(210  

  :قرار شد يك مجهول اضافه كنيم و معادله بشود    :پاسخ   k
n

4
7

7 4 1 10 1204 1 3



   x x x x x x x       1 2 3 1 2 3 47 7  
  

  .ها عدد مناسب بدهيم و حذفشان كنيم بلكه بايد به آن مجهول! ي خطي نداريم ها داراي ضريب يا توان باشند، ديگر معادله  اگر بعضي از مجهول
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xي معادله :تست x x
x

2
1 2 3

3

202  چند دسته جواب صحيح و نامنفي دارد؟   

1(3  2(19  3(22  4(57  

x3. دهيم مقادير مختلف به آن مي .  مزاحم استx3اين :پاسخ 1خوب است :  x x x x1 2 1 22 20 18       

x3 2هم خوب است :    x x ( ) x x2
1 2 1 2

202 2 22       

x3اما براي 3شود؛ پس فقط دو حالت شد  يا بيشتر از آن، عدد سمت راست معادله كسري يا منفي مي:  

:تعداد جواب     n
kx x x 18

3 1 2 2
18 11 18 191




        

:تعداد جواب     n
kx x x 2

3 1 2 2
2 2 12 2 32 1




         

19پس روي هم 3 22 جواب داريم .  
   چرا با هم جمع كرديم؟

  

x داراي شرط از پايين باشند، مثلاً سؤال بگويدها  اگر برخي مجهول  b1 اول ،bتا سكه به نفرx1دهيم و سپس  ميn bمانـده   ي باقي تا سكه
ــع مــي  ــرات توزي ــين كــل نف ــيم را ب  ــ. كن ــداد ج ــان رياضــي، تع ــه زب ــه  وابب ــامنفي معادل kxي هــاي صــحيح و ن x x n1 2   ــا شــرط   ب

x b , x b , 1 1 2 2      ي هاي معادله  برابر است با تعداد جوابkx x x n b b1 2 1 2          .جا در اينx1هـايي كـه    يعني تعداد سكهx1 
  .گيرد مي) حداقل(تا bعلاوه بر

x2 باشند، مثلاً به جايها بايد حتماً به فرم دقت كنيد كه شرط  5بايد بگوييم x2 6) بدهيم2تا سكه به نفر6و در نتيجه .(  
  

xي خطي معادله :تست x x1 2 3 15  چند جواب صحيح با شرايط x1 4و x2 7و x3 دارد؟   
1(2  2(3  3(4  4(6  
  . باشندها قرار شد تمام شرط :پاسخ

  x x x1 2 3 2     4 8 1 13  سكه مانده2سكه مصرف شد و فقط
x

x x

x x

1

2 2

3 3

4
7 8

1

  
    
    

´ÃÀkM 1 ¾M ¾§w IU 4
´ÃÀkM 2 ¾M ¾§w IU 8
´ÃÀkM 3 ¾M ¾§w 1

  

:جوابتعداد        n
k

2
3

2 3 1 4 63 1 2



     
  

xي معادله :تست x x1 2 3 9  چند دسته جواب طبيعي دارد؟   
1(55  2(45  3(28  4(42  
  :هاي ديگر اين مثال صورت 

  توان بين سه نفر تقسيم كرد كه به هر كدام حداقل يك سكه برسد؟ ي يكسان را به چند طريق مي  سكه9
  توان برداشت كه از هر نوع گل حداقل يك شاخه باشد؟  شاخه مي9گلي با  از ميان سه نوع گل رز، ياس و نرگس، به چند طريق دسته

  اي خالي نماند؟ توان قرار داد كه هيچ جعبه ي مختلف به چند طريق مي  سيب يكسان را در سه جعبه9
ixخب جواب طبيعي يعني :پاسخ 1؛ پس داريم:x1 1 ،x2 1و x3 1دهيم و داريم  يعني به هر كس يك سكه مي:  

       n
kx x x 6

1 2 3 3
6 3 1 89 1 1 1 6 283 1 2




              
  

ي خطي برابر است با هاي طبيعي معادله كنند كه تعداد جواب گاهي حفظ مي  n
k

1
1


.  

xهايي بودند كه شرط از بالا داشتند، مثلاً          اگر مجهول   a1   ها را حساب كرده و منهاي تعداد         رويم؛ يعني تعداد كل جواب      ارش مكمل مي   از شم
xكنيم كه هايي مي جواب a1يعني x a1 باشد .  

x دقت كنيد كه خلاف a1 به صورت ،x a1 شد اما خلاف x a1 به صورت x a1 1 مثلاً.  است:  
x1هايي كه تعداد جواب     8است ها تعداد كل جوابهايي كه تعداد جوابx1 7است   
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x2هايي كه تعداد جواب     5است ها تعداد كل جوابهايي كه تعداد جوابx2 5است   
  .به اين تفاوت دقت كنيد

 با اصل شـمول و عـدم شـمول حـساب كـرده و از كـل       هاي مردود را حالا اگر بيش از يك مجهول داراي شرط از بالا بود، مجبوريم تعداد كل جواب 
  . برداريم

  

xي معادله :تست x x1 2 3 20  چند جواب صحيح و نامنفي با شرايط x1 7و x2 10دارد؟   
1(70  2(77  3(80  4(88  
x1هايي كه تعداد جواب    :پاسخ 8يا x2 10است ها تعداد كل جوابهايي كه  تعداد جوابx1 7 وx 2    است10
بـه  ... ايـد   تبديل شد؟ جواب اين سؤال را قـبلاً ديـده  »يا« به »و«چرا )  دقت كرديد؟ وبه فرق( ماند؟  10 همان 10 تبديل شد اما   8 به 7چرا 

  !خاطر قانون دمرگان
    (x x x ,x )      1 2 1 28 10 8 10¾²jI÷¶ ÁIÀ JH¼] ®¨  jHk÷U ÁIÀ JH¼] jHk÷U ÁIÀ JH¼] jHk÷U ÁIÀ JH¼] jHk÷U  
    x x x1 2 3 20    ÁIÀ JH¼] jHk÷U  
    (x x x x x x (x x x )1 2 3 1 2 3 1 2 312 10 2              ÁIÀ JH¼] jHk÷U)  ( ÁIÀ JH¼] jHk÷U) ÁIÀ JH¼] jHk÷U  

                   [ ] [ ] [ ]               20 2 12 2 10 2 2 2 22 14 12 4 231 91 66 6 802 2 2 2 2 2 2 2  
  

  : حل فكر كنيد به دليل درستي اين راه 
x1 10 يعنـي x1 باشـد پــس ده مقـدار مختلـف دارد   9توانـد از صــفر تـا    مـي .x2 7 هــم يعنـي x2 اسـت و هـشت مقــدار دارد؛   7 از صـفر تــا 

10پس 8 80 حالت داريم .  
x13اگر مجهولي هم داراي شرط از بالا و هم داراي شرط پايين باشد، مثلاً               7      تا سكه به  3يعني. دهيم   اول حداقل را انجام ميx1 دهيم    مي

x10و حالا داريم   4    گوييم طرف چپ شرط را بـه         در اصطلاح مي  . ي ديگر بگيرد     سكه 4تواند حداكثر   ايم و حالا مي     تا سكه داده     دقت كرديد؟ سه
  .رسانيم صفر مي

xي معادله :مثال x x1 2 3 14  چند جواب با شرايط x13 6 ،x23 7 و x32 دارد؟   

    
x x

x x x x x x

x x

1 1

2 2 2 1 2 3

3 3

3 6 0 3
3 7 4 7 0 3 14 3 4 2 5
2 0

     
                  
   

  

  .حالا بايد مانند مثال قبل معادله را به كمك اصل شمول و عدم شمول حل كنيد
  

  
  

xي  معادله-22 x x x1 2 3 4 10    ي اعداد صحيح نامنفي چند جواب دارد؟ در مجموعه  

1( 14
4  2( 13

3   3( 14
3   4( 12

4   

xي  معادله-23 x x x1 2 3 4 15    ي اعداد طبيعي چند جواب دارد؟ در مجموعه  

1( 15
4   2( 14

4   3( 14
3   4( 15

3   

  .)تكرار مجاز است(توان ساخت؟  نوع گل مختلف مي 5تايي، از3ي  چند دسته-24
1(24   2(32   3(35   4(42   

  )83سراسري (  ؟ نمانداي خالي  ي متمايز قرار گيرند، به طوري كه هيچ لانه لانه 3توانند در كبوتر به چند طريق مي 7- 25
1(12   2(15   3(16   4(20   

xي  هاي صحيح و نامنفي معادله       تعداد جواب  -26 x x1 2 3 7     ي  هاي صحيح و نامنفي معادلـه       با تعداد جوابx x x1 2 2       برابـر
  )84خارج (   كدام است؟. است

1(5   2(6   3(7   4(8   
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xي  معادله-27 x x x1 2 3 4 17    با شرطx1 2 وx2 3 وx3 1 دارد؟ نامنفيي اعداد صحيح چند جواب در مجموعه   
1(286   2(364   3(120   4(252   

  هديه برسد؟ 2نفر تقسيم كرد به طوري كه به هر نفر حداقل 4توان بين ي يكسان را به چند طريق مي هديه 28-15

1( 17
3   2( 10

3   3( 6
3   4( 14

3   

و به نفر سـوم      2نفر تقسيم كرد، به شرطي كه به نفر اول حداقل يك، به نفر دوم حداقل               4سيب يكسان را بين    25توان   به چند طريق مي    -29
  سيب برسد؟ 6حداقل

1( 16
3   2( 17

3   3( 18
3   4( 19

3   

  است؟ 8 در چند عدد چهاررقمي مجموع ارقام برابر-30
1(80   2(120   3(165   4(252    

xي  معادله-31 x x1 2 32 2 20   چند جواب صحيح غيرمنفي دارد؟  
1(190   2(66   3(95   4(60   

xي  معادله-32 y z25 22   چند دسته جواب صحيح غيرمنفي دارد؟  
1(41   2(42   3(44   4(39   

xي  معادله-33 x x
x1 2 3

3

10   چند جواب صحيح غير منفي دارد؟  

1(10   2(13   3(14   4(9    

x)ي  نامعادله-34 x x )3
1 2 3100 250    چند جواب طبيعي دارد؟  

1(49   2(21   3(16   4(6   

x)ي  معادله-35 x ) x x   3
1 2 3 4   چند جواب طبيعي دارد؟ 20

1(21   2(11   3(22   4( 23
20   

  باشد؟ 3رسد، مضرب  كه به هر نفر ميهايي نبات نفر تقسيم كرد، طوري كه تعداد آب 4نبات يكسان را بين آب 30توان  به چند طريق مي-36

1( 13
3   2( 16

3   3( 20
3   4( 23

3   

xي هاي صحيح و نامنفي معادله  تعداد جواب-37 y z 10   با شرطx y كدام است؟  
1(30   2(32   3(33   4(36   

xي  نامعادله-38 x x1 2 3 12   ي در مجموعه{ , , , }0 1 2  چند جواب دارد؟  

1( 15
2   2( 14

11   3( 14
2   4( 15

12   

xي  نامعادله-39 y z 13   ي اعداد طبيعي چند جواب دارد؟ در مجموعه  

1( 13
2   2( 13

3   3( 13
4   4( 14

4   

xي  نامعادله-40 y z 15   ي اعداد صحيح با شرايط در مجموعهx 3،y 3 وz 4 چند جواب دارد؟  

1( 8
3   2( 9

3   3( 10
3   4( 11

3   

xي  معادله-41 x x1 2 3 9   ي اعداد طبيعي با شرط در مجموعهx1 3 چند جواب دارد؟  
1(18   2(26   3(21   4(15   

a دستگاه معادلات-42 b c

x y z

8
10

  
   

  اعداد طبيعي چند جواب دارد؟ي  در مجموعه 

1(576   2(567   3(776   4(756   
  توان تقسيم كرد، به طوري كه به هر نفر حداقل يك كيك برسد؟ نفر مي 4كيك يكسان را به چند طريق بين 5ي يكسان و نوشابه 43-6

1(252   2(336   3(1260   4(1640  
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a) تعداد جملات حاصل از بسط-44 b c)10   است؟كدام  
1(78   2(66   3(55   4(45   

n(x اگر از بسط-45 y z)3 2 ،66 ،جمله ايجاد شودn كدام است؟  
1(9   2(10   3(11   4(12    

a) در بسط-46 b c d)7   چند جمله وجود دارد كه شاملa باشد؟  
1(110   2(84   3(80   4(100   

  نفر جايزه بگيرند؟ 3آموز تقسيم كرد، به طوري كه حداقل دانش 5جايزه را بين 9توان  به چند طريق مي-47
1(560   2(630   3(700   4(840   

  جعبه خالي باشد؟ 3ي متمايز جاي داد، به طوري كه دقيقاً توان ده توپ يكسان را در ده جعبه  به چند طريق مي-48

1(  !9 53   2(  10 7
3 3   3(  !10 73   4(  10 10

7 3   

  )87سراسري (  كه لااقل به هر كدام يك سكه برسد؟ ، به طورينفر تقسيم كرد 3ي يكسان را بين سكه 12توان  به چند طريق مي- 49
1(55   2(48   3(45   4(36   

    ها قرار داده شود؟  ي متمايز جاي داد، به طوري كه در هر قفسه، لااقل يكي از آن قفسه 5كتاب يكسان را در 9توان  به چند طريق مي-50
  )92سراسري (   70)4   56)3   42)2   35)1

xي حيح معادلههاي ص  تعداد جواب-51 y z 12   با شرطz 1،y 1 وx6 1 كدام است؟ ،  
1(45   2(50   3(55   4(60   

xي هاي صحيح معادله  تعداد جواب-52 x x1 2 3 15   با شرايطx12 5 ،x23 6  وx34 7 ، كدام است؟  
1(10   2(20   3(24   4(32   

  توپ جاي گيرد؟ 4سبد متمايز جاي داد، به طوري كه در هر سبد حداقل يك توپ و حداكثر 4توپ يكسان را در 9توان  به چند طريق مي-53
  )92خارج (   56)4   40)3   36)2   35)1

  قدر است؟ باشد چه 15ها برابر با رقمي كه مجموع ارقام آن3 تعداد اعداد-54
1(69   2(125   3(73   4(90   

  
(N)  : كه نسبت به آن اول باشند برابر است با Nتر يا مساوي  د طبيعي كمتعداد اعدا N( )( )

p p1 2

1 11 1      

2  :  اول باشند برابر است با20 كه نسبت به 20تر از  م هستند؛ پس مثلاً تعداد اعداد طبيعي ك  Nهاي اول   عامل...  وp2 وp1اين 120 2 5   

    ( ) ( )( )1 1 1 420 20 1 1 20 82 5 2 5         

nجز براي  اول نيست، بهn نسبت بهnتر يا مساوي دقت نكنيد، چون تر و كم خيلي به كم  1تر يا مساوي فرق ندارد تر با كم  شرط كم.  
  

  ؟نيستند نسبت به آن اول 91چند عدد طبيعي نابيشتر از :تست
1(72  2(19  3(71  4(20  
)  :پاسخ )91شمرد كه نسبت به آن اول هستند     را مي91تر يا مساوي    تعداد اعداد طبيعي كم .   91 13 7  

    ( ) ( )( ) ( )( )       1 1 12 691 91 1 1 91 12 6 7213 7 13 7  

91پس 72 19 عدد ديگر نسبت به آن اول نيستند .  
  :گيريم  را هم ياد ميچندتا از خواص

 (p) (p )1  يعني مقدار تر است؛ پس مثلاً  براي هر عدد اول، يكي از خودش كم( )7 6 و ( )23 22 .  
)جز  به )2هميشه حاصل (n)زوج است .  
a) اگر ,b) 1باشد، يعني aو b،نسبت به هم اول باشند (ab) (a) (b)   .  

d  : نسبت به هم اول نباشند، داريم b وa اگر (a) (b)
d (a ,b) (ab)

(d)
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)حاصل.  دو عدد دورقمي اول متمايز هستندn وm:تست mn)7كدام است؟   
1(mn7 1  2((m )(n )7 1 1   3((m )(n )6 1 1   4((mn )6 1  
)  :اند؛ پس داريم  اول7 اعداد اول دورقمي متمايزند، نسبت به هم و نسبت به n وmچون :پاسخ mn) ( ) (m) (n) (m )(n )7 7 6 1 1         

  
a)اگر :تست ,b) 6حاصل ،(ab)چند برابر (a) (b) است؟   
1(1  2(2  3(3  4(4  

  : داشتيم كه :پاسخ
( ) ( )( ) (a) (b)

(ab) (a) (b)
1 26 6 22 3 6 32

         dd (a) (b) (a) (b)
(ab) (ab)

(d) ( )
6 6

6
       

 
  

  . برابرش است3پس
  

  
  )86رج خا(  اول باشند وجود دارد؟ 273كه نسبت به 273تر از  چند عدد طبيعي كوچك-55

1(144   2(148   3(152   4(164   
  و غيراول با آن كدام است؟ 231تر از  تعداد اعداد مثبت كوچك-56

1(114   2(110   3(107   4(103   
  )90سراسري (  اول باشند كدام است؟ 105 تعداد اعداد طبيعي دورقمي كه نسبت به-57

1(39   2(40   3(41   4(42   
  باشد؟ نادرستتواند  يك از عبارات زير مي  كدام-58

1(k k( )   12 2     2((p) p  1)p عدد اول است (.    
3((mn) (m) (n)        4(( ) ( ) ( )   12 3 4   

k)باشد؟ (n)تواند معرف يك عدد طبيعي باشد، كدام گزينه نمي n اگر-59 )   
1(k2   2(k (k )1   3(( k )22 1 2    4(1   

  اول باشد؟ 60و 75وجود دارد كه نسبت به 301تر از  چند عدد صحيح و مثبت كوچك-60
1(160   2(40   3(80   4(180   

  اول باشد؟ 240وجود دارد كه نسبت به 2400تر از  چند عدد طبيعي كوچك-61
1(320   2(640   3(1280   4(1760   

}ي اعداد  در مجموعه-62 , , , , }31 32 33 180 اول باشند؟ 30چند عدد وجود دارد كه نسبت به  
1(40   2(50   3(52   4(58   

]، با شرط231تر از كوچك a چند عدد طبيعي- 63 ,a] a231 231 91خارج (  وجود دارد؟(  
1(116   2(118   3(120   4(124   

nوجود داشته باشند، به طوري كه nو m اگر اعداد صحيح-64 am105 1  وa 105، چند عدد طبيعي برايa توان يافت؟ مي  
1(45   2(47   3(52   4(48   

}در مجموعه b چند عدد طبيعي براي-65 , , , }1 2 100 ي وجود دارد كه معادلهx b y224 4  باشد؟هاي صحيح داشته  جواب  
1(50   2(58   3(42   4(40   

n) اگر-66 , )6 1، گاه چند عدد طبيعي وجود دارد كه آن( n) ( n)  2   ؟3
   2بيش از) 4   2)3   1)2  صفر) 1
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ي اول استفاده بـشود؛   گذاريم كه حتماً بايد از تمام عضوهاي مجموعه قرار مي. ي اول تكراري ندارند     ب آن، مؤلفه  هاي مرت   اي است كه زوج     تابع، رابطه 
Aي  زيرمجموعه،B درAيعني يك تابع از Bاست و دقيقاً به تعداد اعضاي Aعضو دارد ،:  

  mf : A B f {(a , ),(a , ),(a , ), ,(a , )}1 2 3          nB {b ,b , ,b }1 2         mA {a ,a ,a , ,a }1 2 3   
، بـه  B بـه A حالـت هـستند؛ بنـابراين از   nايهـا، دار ... انتخاب شـود، پـس هـر كـدام از            Bهاي مرتب بايد از بين اعضاي       ي دوم اين زوج     مؤلفه
تعداد

m

n n n  
IU
يعني mnبه بيان بهتر تعداد توابع از.  تابع داريمAبه Bبرابر است با ،|A|| B |.  

|يك بخواهيم بايد    به  اگر تابع يك    B | | A |        يك برابر است با     به   باشد و در اين صورت تعداد توابع يكP(| B |,| A  P(n,r)يادتـان هـست كـه   . (|

n!P(n  . همان اصل ضرب استPدانيدكه  شيء بود و البته مي nتايي ازrجايگشت  ,r)
(n r)!




  

  ! اگر تابع پوشا بخواهيم، بايد تعريف تابع پوشا را يادآوري كنيم 
f : A B  شا است كه برد    زماني پوf   شامل كـل ،B        باشـد، يعنـي تمـام اعـضاي B      ي دوم اسـتفاده شـده باشـند؛ پـس مـثلاً               بـه عنـوان مؤلفـه

Aاگــر { , , , }1 2 3 4و B { , , }1 2 3ــابع f باشــد، ت {( , ),( , ),( , ),( , )}1 1 1 2 3 3 1 4 3ــابع 2 پوشــا نيــست چــون عــدد ــدارد امــا ت ــرد آن قــرار ن   در ب
f {( , ),( , ),( , ),( , )}2 1 2 2 1 4 3 3 1پوشاست چون بردش كل Bاست .  

  :شود جواب اين مي. كنند عداد توابع غيرپوشا ميشود، يعني تعداد كل را منهاي ت براي شمردن توابع پوشا از اصل شمول و عدم شمول استفاده مي

     n
k m

k

n( ) (n k)k

1

0
1




             تعداد توابع پوشا| A | m | B | n   

  

}ي از مجموعه :تست , , , , }1 2 3 4 }ي  به مجموعه5 , , }6 7 f چند تابع داريم كه8 ( )1 6و f ( )2 7باشد؟   
1(81  2(27  3(54  4(162  
),(بايد تابع به شكل    :پاسخ , ),( , ),( , )}3 4 5  f {( , ),( , 1 6 3( قرار دهيم    8 يا 7 يا 6توانيم  ها مي ...به جاي . باشد2 3 3   و بـه   )  حالـت
2و در نتيجه طبق اصل ضرب) حالت2(گيرد   قرار مي8 يا6 نباشد؛ پس فقط7 بايدجاي  27 54 تابع داريم .  

  
  پذير داريم؟ عضوي، چند تابع وارون6ي عضوي به مجموعه4ي از مجموعه :تست
1(24  2(15  3(360  4(720  
  .خواهيم يك مي به ، پس تابع يك»يك به تابع يك« يعني »پذير تابع وارون«دانيد كه  دبستاني مي از پيش :پاسخ

|  :با استفاده از فرمول داريم B | , | A |6 4   ! !P(| B |,| A |) P( , )
( )! !

6 66 4 3606 4 2   


  

  : حل با اصل ضرب، خيلي هم بهتر است      6 5 4 3 30 12 360f {( , )( , )( , )( , )}1 2 3 4
   



S²Ie 6 S²Ie 5 S²Ie 4 S²Ie 3
     

  
}از :تست , , , }1 2 3 } به4 , , }5 6    چند تابع پوشا داريم؟7
1(12  2(24  3(36  4(81  

  : بينيم اول استفاده از فرمول را مي :پاسخ   n
k m n k

m
k k

n( ) (n k) ( ) ( k)k k





 
     

1 2
3 4
4

0 0

31 1 3  

    1 1 81 3 16 3 81 48 3 36              
k k k

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 4 1 4 2 4

0 1 2

3 3 31 3 0 1 3 1 1 3 20 1 2
  

        
  

  

      :شكلي است ي دامنه يكي بيشتر از برد باشد، تابع پوشا حتماً اينوقتي تعداد عضوها: حالا يك راه خاص هم ببينيم 

 عضو بايد برداريم   4خب دوتا از  . مقصد هستند   يعني دوتا از عضوهاي دامنه، هم      4
 متنـاظر ها را به بـرد         و سپس اين   2

 دارد؛ پس حالت3!كنيم كه  !4 3 362  حالت داريم .  
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  تعداد اعضاي برد  :دست بيايد  اگر روي اين فرمول تمرين كرديد، اعداد زير بايد به 

6  5  4  3  2  1  n  
    m  

  

          1  1    
  تعداد  2 1 2 0      

  اعضاي  3 1  6  6      

  دامنه  4 1  14  36  24    

  120  240  150  30  1 5    

720  1800  1560  540  62  1 6    
|فقط وقتي  A | | B |باشد، از Aدر Bشود يك و هم پوشا مي به  تابعي داريم كه هم يك.  

|يك و پوشا بودن معادل هم هستند به يك     A | | B |   
  . است!nها برابر با نامند و تعداد آن يك يا تابع دوسويي مي به اين توابع را متناظر يك

  

}ي روي مجموعه :تست , , , }1 2 3   يك و پوشا داريم؟ به  چند تابع يك4
1(256  2(16  3(24  4(4  
n    :پاسخ m !4 4 24     

  

  
  

Aي  چند تابع از مجموعه-67 { , , , }1 2 3 4 ي به مجموعهB { , , }5 6 7 توان نوشت؟ مي  
1(81   2(64   3(27   4(256   

Aي   چند تابع از مجموعه- 68 { , , , }1 2 3 4 ي به مجموعهB {a ,b,c,d,e} توان نوشت كه شامل مي( ,a)1 و( ,d)3 بوده و شامل( ,b)4 ؟نباشد  
1(5   2(15   3(20   4(30   

Aي يك از مجموعه به  چند تابع يك-69 {a ,b,c} بهB { , , }1 2 3 توان نوشت؟ مي  
   24)4   12)3   6)2  صفر) 1

  توان نوشت؟ روي خودش مي Aعضوي 3ي يك از مجموعه به  چند تابع غير يك-70
   27)4   21)3   6)2  صفر) 1

Aي يك از مجموعه به  چند تابع يك-71 { , , , }1 2 3 4 ي به مجموعهB {a ,b,c,d,e} توان نوشت؟ مي  
1(24   2(60   3(120   4(240   

Aي يك از مجموعه به  چند تابع يك-72 { , , , }1 2 3 4 ي به مجموعهB { , , , , }1 2 3 4 5 وجود دارد كه شامل عضو( , )1   باشد؟ 1
    120)4   60)3   24)2  صفر) 1

Aي  چند تابع پوشا از مجموعه-73 {a ,b,c} ي به مجموعهB { , , }1 2 3 وجود دارد؟  
  صفر) 4   6)3   27)2   9)1

Aي  چند تابع پوشا از مجموعه-74 { , , , , }1 2 3 4 5 بهB { , }1 2 وجود دارد؟  
1(24   2(23   3(31   4(30   

Aي  از مجموعهغيرپوشا چند تابع -75 { , , }1 2 3 ي به مجموعهB {a ,b} توان نوشت؟ مي  
   3)4   4)3   2)2  صفر) 1

Aي  چند تابع پوشا از مجموعه-76 { , , , }1 2 3 4 ي به مجموعهB { , , }1 2 3 توان نوشت؟ مي  
1(12   2(24   3(36   4(72    

A چند تابع پوشا از-77 {a ,b,c,d} بهB { , , , }1 2 3 4 توان نوشت، به طوري كه ميf (a) 3 باشد؟  
1(4   2(6   3(12   4(18   

Aي  چند تابع اكيداً صعودي از مجموعه-78 { , , }1 2 3 ي به مجموعهB { , , , , }1 2 3 4 5 توان نوشت؟ مي  
1(6   2(10   3(30   4(60   
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x)ي  معادله-1 y)(u v t) 7   ي اعداد صحيح و نامنفي دارد؟  چند دسته جواب در مجموعه  
1(72  2(36  3(60  4(96  

Aيك از به  چند تابع يك-2 { , , , }1 2 3 4توان نوشت كه فقط يك عضو را ثابت نگه دارد؟  به خودش مي  
1(8  2(12  3(16  4(24  

xي هاي طبيعي معادله  تعداد جواب-3 x x1 2 3 9  با شرط x 2    كدام است؟13
1(3  2(6  3(12  4(10  

xي ح و غيرمنفي باشند، نامعادله اعداد صحيz وx،y اگر-4 y z 6  داراي چند جواب است؟   
1(120  2(210  3(96  4(84  

   گل مريم داشته باشيم؟2هاي مريم، كوكب و ميخك اختيار كرد هرگاه حداقل تلف از بين گلشاخه گل مخ10توان  به چند طريق مي-5
1(90  2(120  3(60  4(45  

  اند، كدام است؟ اول120 كه نسبت به تعداد اعداد طبيعي و دورقمي-6
1(24  2(23  3(32  4(33  

aتر از    اگر تعداد اعداد مثبت و كوچك      -7 b  كه نسبت به a bاند برابر  اولkباشد و a،bو c اعداد اول غيرمساوي باشند، تعداد اعداد مثبت 
aتر از كوچك b c د، كدام است؟ان  كه نسبت به آن اول  

1(k(c )
c

1  2(k  3(c k  4(k(c )1  

  ر شوند؟بار در آن ظاه هاي زوج حداقل يك كه هر يك از رقم توان ساخت به طوري  مي4 چند عدد چهاررقمي در مبناي-8
1(110  2(100  3(83  4(73  

 28اگر. خوانند   را مي  Cي   نفر مجله  50خوانند و    را مي  Bي   نفر مجله  49خوانند،  ي را م  Aي   نفر مجله  51آموز،   دانش 100 در يك نظرخواهي از    -9
اي   را بخواننـد، چنـد نفـر، هـيچ مجلـه           نفر هـر سـه مجلـه         10 را بخوانند و   B و Aي   نفر مجله  C،19 و Aي   نفر مجله  B،20 و Cي  نفر مجله 

  ؟خوانند نمي
  9)4  8)3  7)2  صفر) 1

xي  معادله-10 x x1 2 3 20  ي اعداد طبيعي با شرايط  چند جواب در مجموعهii x i2  دارد؟   
  12)4  10)3  3)2  صفر) 1
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  :طبق اصل شمول و عدم شمول داريم   -1
  | | | | | | | |  ¦ ÄqÃÎ  I Ä Â μÃ{ ¦ ÄqÃÎ ÂμÃ{ »j o À  

  | | | |    17 11 13 7»j  oÀ »j  oÀ  
 تعداد اعضايي كه نه     طبق اصل عدم شمول،      -2
  : تعلق دارند برابر است باB و نه بهAبه

  | A B | | S | | A B | | S | (| A | | B | | A B |)         
  يك از دو كلاس نيستند تعداد افرادي كه در هيچ    :پس داريم

  (| | | | | |)   ®¨ RIÃMjH ÂMoø »j  oÀ  
  ( )51 35 31 23 51 43 8        

  :طبق اصل شمول براي سه مجموعه داريم   -3
  | A B C | | A | | B | | C | | A B | | A C |         

  | B C | | A B C |     
  7 4 3 5 1  | B C |3 1   | B C | 2   

تعداد اعضاي باشگاه، تعداد افرادي است كه          -4
  :طبق اصل شمول. در حداقل يك ورزش فعاليت دارند

  | F V B | | F | | V | | B | | F B | | F V | | V B |           
  | F V B |           29 33 24 8 6 4 2 86 18 2 70   
ــه    -5 ــيچ مجلـ ــرادي كـــه هـ ــداد افـ اي را  تعـ

  :خوانند، طبق اصل عدم شمول برابر است با نمي
  | A B C | | S | | A B C |      

  | S | (| A | | B | | C | | A B | | A C | | B C |          
  | A B C |) ( )100 60 50 50 20 20 30 10           

  ( )    100 160 70 10 0  
 3طبق اصل شمول تعداد اعـدادي كـه بـر            -6
|  :پذيرند برابر است با  بخش7يا A B | | A | | B | | A B |     

  | | | | | | [ ] [ ] [ ]199 199 199
3 7 21     

21 Joñ¶
3 Joñ¶ 7 Joñ¶ 7 » 3 Joñ¶  

     66 28 9 85  
كـه  ) N تـا  1يعنـي از   (Nتر يا مـساوي     تعداد اعداد طبيعي كم    

]Nپذيرند برابر است با  بخشkبر ]
k

.  

    :طبق اصل عدم شمول   -7
  | | | | | | 6 oM  ¾º »  5  oM  ¾º ®¨ 5  IÄ  6 oM  

  | S | (| | | | | |)   6 Joñ¶ 5 Joñ¶ 6 » 5 Joñ¶  
چنـين تعـداد اعـداد        هـم . تا اسـت  900رقمي   تعداد كل اعداد سه    

] باشند برابرkرقمي كه مضرب سه ] [ ]
k k

999 99است .  

  ([ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ]))      999 99 999 99 999 99900 6 6 5 5 30 30  

  ( ( )) ( )          900 166 16 199 19 33 3 900 150 180 30  

    900 300 600  
8-     | | | | 7 oM  ¾º  »  11  oM  ¾º ®¨ 7 oM  IÄ 11 oM  

  (| | | | | |)   ®¨ 7 Joñ¶ 11 Joñ¶ 11 » 7 Joñ¶  

  ([ ] [ ] [ ] [ ] ([ ] [ ]))      499 150 499 150 499 150349 7 7 11 11 77 77  

  ( ( )) ( )          349 71 21 45 13 6 1 349 50 32 5  

    349 77 272  
پذيرنـد برابـر اسـت         بخـش  k كه بـر   500 و 150 تعداد اعداد بين   

]با ] [ ]
k k

499 150 499كل اين اعداد و تعداد 150 349 است .  

  :طبق اصل عدم شمول   -9
| | | | ®¨ 5  IÄ 3  IÄ  2 Joñ¶نيستند5و2،3تعداد اعدادي كه مضرب   

  (| | | | | | | |    100 2 Joñ¶ 3 Joñ¶ 5 Joñ¶ 3 » 2 Joñ¶  
  | | | | | |)  5 » 2 Joñ¶ 5 » 3 Joñ¶ 5 » 3,2 Joñ¶  

  ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ])100 100 100 100 100 100 100100 2 3 5 6 10 15 30         

  ( )100 50 33 20 16 10 6 3 100 74 26            
 از  4 يا 3ي تعداد مضارب    اول براي محاسبه     -10

  :اصل شمول داريم

  | | | | | | [ ] [ ] [ ]    2001 2001 2001
3 4 123 Joñ¶ 4 Joñ¶ 4 » 3 Joñ¶  

     667 500 166 1001  
  :شماريم  هستند را هم مي5 كه مضرب4 يا3مضارب

  | | | | | | 5 » 3 Joñ¶ 5 » 4 Joñ¶ 5 » 4,3 Joñ¶  
  | | | | | |  0 015 Joñ¶ 2  Joñ¶ 6  Joñ¶  

  [ ] [ ] [ ]      2001 2001 2001 133 100 33 20015 20 60  

1001  :پس داريم 200 801   
  :طبق اصل عدم شمول   -11

   دارند4 و2د اعدادي كهتعدا  
  تعداد كل اعداد ندارند4 يا2تعداد اعدادي كه  
  | | (| | | | | |)   ®¨ kº nHkº  2 kº nHkº  4  kº nHkº  4 » 2  

  ( ) (( ) ( )
, , , , , , ,

          4 4 4 4 3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 1 3 4 1 2 3

  

  ( )) ( )
,

       4 4 4 42 2 2 2 4 3 3 2
1 3

  

  ( )    256 81 81 16 110  
 به  »و« علت تبديل    » ندارند 4 يا 2«شود     مي » دارند 4 و 2« مكمل   

  !د؟ خب قانون دمرگان چي بو»يا«
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12-     
  | | | | | | kº ¼{ oÀIË  6 » 3 ®¨ kº ¼zº oÀIË  6 IÄ 3  

  | | (| | | | | |)   Âμ¤n ¾w®¨ kº nHkº  3 kº nHkº  6 kº nHkº  6  IÄ 3  

  ( ) (( ) ( ) ( ))           9 10 10 9 9 9 98 8 7 8 8  

  ( )      900 648 648 448 900 848 52  

  : دارند؛ پس يك رقم ديگر لازم است6 و3اند و رقمي  اين اعداد، سه
:3 و0،6  2 2 14  

! :3 و6،6 يا3 و3،6
!

36 2 3 22     

:9 و1،2،4،5،7،8 و يكي از اعداد6،3  !7 3 421    

42پس روي هم 6 4 تا عدد داريم52 يعني.  
 را دارند؛ پس يـك رقـم        4 و 2،3اين اعداد    -13

  :ديگر لازم است

:0 و2،3،4   3 3 1218  

24!:1 و2،3،4 4  

:ها  و يكي ديگر از بين خود آن4 و2،3  !
!

 4336 1 2  

  . عدد داريم78پس روي هم

    :  اصل عدم شمول را به كار ببريم
  | | | | | | kº nHj  Hn 4 » 3,2 ®¨ kº nHkº  4  IÄ 3 IÄ 2  

  (| | | | | | | |    ®¨ kº nHkº  2 kº nHkº  3 kº nHkº  4 kº nHkº  2 » 3  
  | | | | | |)  kº nHkº  2 » 4 kº nHkº  3 » 4 kº nHkº  2 » 3,4  

  :ها با هم برابر است  دقت كنيد كه تعداد حالات اين
  | | | | | | kº nHkº  2 kº nHkº  3 kº nHkº  4  

  | | | | | | kº nHkº  2 » 3 kº nHkº  2 » 4 kº nHkº  3 » 4  
  :پس داريم

  ( ) (( ) ( )
, , , , , , , , ,

4 5 5 5 4 4 4 23 3 3 33 3
0 1 2 3 4 0 1 3 4 0 1 4
              

  ( )) ( )
,

2 2 21 500 192 3 54 3 8 78
0 1

            

  ! راه اول خيلي بهتر بود
14-     

  | || | | |
ÂºIv§Ä ýoe »j _ÃÀ ·Iv§Ä ýoe »j ®¤Hke®¨k¹TvÃº ´À nI¹¨ k¹TvÀ ´À nI¹¨    

  | | | a ,a b,b |  ®¨  k¹TvÀ ´À nI¹¨ k¹TvÀ ´À nI¹¨  
  | | ( | a ,a | | b,b |  ®¨ ´À nI¹¨ ´À nI¹¨  

  ! ! !| a ,a b,b |) ( !)
! ! ! !

    5 4 4 32 2 2 2´À nI¹¨ »  ´À nI¹¨  

  ! !aabbc : aa bbc : aa bb c : !
! ! !
5 4 32 2 2  

  ( )30 12 12 6 12      

  هيچ دو حرف يكساني كنار هم نيستند   -15

  | | | | ®¨ k¹TvÀ  ´À nI¹¨  ·Iv§Ä  ýoe »j ®¤Hke  
  | | ( | aa | | bb | | cc |   ®¨ ´À nI¹¨ ´À nI¹¨ ´À nI¹¨  

  | bb aa | | cc aa | | cc bb |  ´À nI¹¨ » ´À nI¹¨ » ´À nI¹¨ »  
  | cc bb,aa |) ´À nI¹¨ »  

  .ها برابر است  خوشبختانه تعداد اين
| | (| aa | | bb aa | cc bb,aa)     3 3®¨ ´À nI¹¨ ´À nI¹¨ » ´À nI¹¨ »  

   aa bb cc           aa bb cc          aabbcc aa bbcc  
! ! !( !) ( )

! ! ! ! ! !
6 5 43 3 3 90 30 3 12 3 6 302 2 2 2 2 2              

  :طبق اصل عدم شمول   -16

  | | | | | | ·nI£T¶  ¾º  »  ·nI£T¶jIQ ¾º ®¨ ·nI£T¶jIQ  IÄ  ·nI£T¶  
  | | (| | | | | |)   ®¨ ·nI£T¶ ·nI£T¶jIQ ·nI£T¶jIQ  »  ·nI£T¶  

)(  

       
  ( )512 64 216 8 240    ( )     9 3 3 3 3 32 2 2 2 3 2  

هـا و شـمارش تعـداد روابـط، بـه بخـش رابطـه                  در مورد ماتريس   
  !مراجعه كنيد

. توانـد انتخـاب كنـد        لانه را مي   3هر كبوتر    -17

53لپس در ك ـ   3 3 3 3 3 243        حـالا طبـق   .  حالـت داريـم
  :اصل عدم شمول

  | | | | | | oU¼L¨  ¦Ä ®¤Hke ¾º¯ oÀ nj ®¨ k{IM Â²Ii ¾º¯ ¦Ä ®¤Hke  
  | S | | A A A |  1 2 3   

iAي هايي است كه لانه حالتiخالي باشد .  

  (| A | | A | | A | | A A | | A A |     5
1 2 3 1 2 1 33    

  | A A | | A A A |) 2 3 1 2 3    
|  : حالا دقت كنيد A | 1 SwH  Â²Ii 1  Á ¾º¯  ¾¨  ÂU¯Ie jHk÷U  

        52 2 2 2 2 2
kº oÃ¬  Â¶ nHo¤ 3 » 2 Á ¾º¯ nj IÀoU¼L¨

  

  | A A | 1 2 k¹TvÀ Â²Ii 2 » 1  ÁIÀï¾º¯  ¾¨  ÂU¯Ie  jHk÷U  
       1 1 1 1 1 1

kº nHj nHo¤ 3 Á ¾º¯ nj IÀoU¼L¨
  

|و واضح است كه A A A |1 2 3 0 پس داريم ،:  

  ( ) ( )        5 53 3 2 3 1 0 243 96 3 150  
   :كنيم ياول آن يك نامه را انتخاب م   -18

     4 41   

. حالا سه نامه و سه پاكت ديگر داريم كه همگي بايد نادرسـت باشـند              
  .يك در پاكت درست خود نباشند يعني هيچ
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توان نشان داد تعداد حالات  با استفاده از اصل شمول و عدم شمول مي   
اي در پاكت درسـتش       ا كه هيچ نامه   ه   نامه در پاكت   nبراي قرارگرفتن 

    :نباشد برابر است با
n

n
( )

d ( )n!
! ! ! n!

11 1 1
2 3 4

      

    :مثلاً
n

n

d

1 2 3 4 5
0 1 2 9 44  

 حالـت داريـم، بنـابراين در        2 نامـه،  3پس بـراي نادرسـت قـراردادن      

كل  d3
4 81  لت وجود دارد حا.  

  !نامند  مي»پريش« يا »غيرآرايش« را ndي  اين رابطه

  : اول دو روستاي منفرد را برداريم     -19 5 102   

هـايي احـداث كـرد كـه      حالا بايد بين سه روستاي مشخص ديگـر، راه    
  : حالت داريم4.ها منفرد نمانند يك از آن هيچ

                      
:ها در كل برابر است با پس تعداد حالت 5 4 402    

كدام منزوي نمانـد را بـا          روستا، هيچ  3 تعداد حالاتي كه در بين     
  .شماريم اصل عدم شمول مي

  | | | | | | kºIμº Á»q¹¶ ¦ Ä _ÃÀ ®¨ kºIμM Á»q¹¶ Â§Ä ®¤Hke  
  | S | | A B C | | S | (| A | | B | | C | | A B |          

  | A C | | B C | | A B C |)       
  ( ) ( )            3 1 0 02 2 3 2 3 2 8 6 3 1 8 4 4  

               
پس در كل 5 4 402  حالت داريم .  

20-   
  | | | | | |  kºIμMkºIμº joÿ¹¶ ÂÄITw»n  _ÃÀ ®¨  joÿ¹¶ Â§Ä ®¤Hke  

         ( )    

       

6 3 1 04 4 4 42 2 2 21 2 3 4  

                                         
  

  ( ) ( )           64 4 8 6 2 4 1 64 32 12 4 1  
    64 23 41  

ها در هر مورد، نگاهي بـه فـصل گـراف              براي شمردن تعداد حالت    
  .داشته باشيد

÷2jHpA −IÄ jHk:ها برابر است با هر يال دو حالت دارد و تعداد كل حالت U  
 جفـت شـيء، يـك پـريش         4در واقع براي     -21
d4:خواهيم مي 9  

22-    n r
r
  

1
  هاي صحيح و نامنفي تعداد جواب1

     n
r



  
10
4

10 4 1 13
4 1 3  

23-     

       n
r

n
r

15
4

1 15 1 14
1 4 1 3




    هاي طبيعي تعداد جواب  

 نفـر   4هاي طبيعي، اول بـه هـر يـك از            براي يافتن تعداد جواب    
x  :دهيم  يك سكه مي x x x   1 2 3 4 15  

  y y y y    1 2 3 4 11´ÃÀkM  ¾§w  ¦Ä  Áoÿº  
ي جديـد را حـساب       هـاي صـحيح و نـامنفي معادلـه          حالا تعداد جواب  

  : كنيم  مي   n
r

11
4

11 4 1 14
4 1 3




    

ــل    -24 ــداد گ ــواع  تع ــا از ان   را5 و1،2،3،4ه
x1،x2،x3،x4و x5پس داريم؛گيريم  مي :  

     n
rx x x x x 3

1 2 3 4 5 5
3 5 1 73 355 1 4




          

ــه   -25 ــد؛ يعنــي جــواب اي خــ هــيچ لان الي نمان
      :خواهيم طبيعي مي

       nx x x r1 2 3
1 7 1 67 151 3 1 2

          

26-     

     n , rx x x 7 3
1 2 3

7 3 1 97 3 1 2
         

     n
rx x x 


        
2

1 2
2 1 12 1 1 
     

  :طبق صورت سؤال اين دوتا با هم برابرند   9 1
2 1

 

  

دانيم  مي   9 9
2 7؛ پس داريم:     1 9 8 و 1 7  

  :كنيم ها به ترتيب زير عمل مي براي تأمين شرط   -27
x1به خاطر 2دهيم  مي1، دوتا سكه به نفر.  
x2به خاطر 3نويسيم ، ميx2 4دهيم  مي2 و چهارتا سكه به نفر.  
x3به خاطر 1دهيم پس داريم  مي3، يك سكه به نفر:  

  x x x x   1 2 3 4 17  

  x
x
x

y y y x



        1
2
3

2
1 2 3 44

1
17 2 4 1 10  

     n
r

10
4

13 12 1110 4 1 13 13 2 11 2864 1 3 3 2



         
  

  :دهيم وتا هديه مياول نفري د   -28
  x x x x   1 2 3 4 15  

  ix
y y y y

            2
1 2 3 4 15 2 2 2 2 15 4 2 7  

     n
r

7
4

7 4 1 10
4 1 3




    

x1يعني بايد    -29 1،x2 2 و x3 6   ،باشـد 
تـا سـيب    9.دهيم   سيب مي  6 و 1،2 به ترتيب  3 و 1،2پس به نفرات  

  :شود و داريم مصرف مي

       n n
r r
       

25 16 16 4 1 19
4 4 4 1 3

k{ ýo~¶  KÃw   IU 9  
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xبايد   -30 x x x1 2 3 4 8       باشد اما مقـدار  
x1 كنيم ، از مكمل استفاده مي)رقم سمت چپ صفر نيست( صفر نباشد:  

  
x

( ) ( ) ( )
x x xx

¾¨ ÂÄIÀïJH¼] jHk÷UÂÄIÀïJH¼] jHk÷U ÁIÀïJH¼] ®¨ jHk÷U
Âÿ¹¶Iº » cÃdÅ Â¹÷Ä¾¨


 

  
1

2 3 41

0
80

  
  

                   
8 4 1 8 3 1 11 10 165 45 1204 1 3 1 3 2  

x x x x1 2 3 4 8      و بايد شرط x 1    باشـد، پـس     برقـرار

  :دهيم و داريم  ميx1ابتدا يكي به  7 3 1203  

اول دقت كنيد كـه ايـن معادلـه، در ظـاهر               -31
ي خطي با ضرايب واحد نيست، پـس بايـد اول آن را                 اش، معادله   فعلي

 هم مجبور   x1 همگي زوج هستند،   20 و x22،x32چون. تغيير بدهيم 
x:است زوج باشد؛ يعني داريم k1 2  

  x k k x x k x x1 2 2
2 3 2 32 2 2 20 10          

     n
r

10
3

10 3 1 12 663 1 2



     

32-   z25      را از بـين ببـريم       مزاحم اسـت، بايـد آن  .
  :پس داريم) شود؟ چرا بيشتر از اين نمي( باشد 2 يا1 يا0تواند  ميzمقدار

z اگر  0      باشد، معادله بـه صـورت x y 22   آيـد كـه      درمـي 

   
22 2 123 2   . جواب دارد1

z اگر  1       باشد، معادلـه بـه صـورت x y 17   آيـد كـه      درمـي 

 17 2 118 2 1
  جواب دارد .  

z اگر  2        باشـد، معادلـه بـه صـورت x y 2   آيـد كـه    درمـي 

 2 2 13 2 1
  جواب دارد .  

23پس روي هم 18 3 44  اب صحيح و نامنفي داريم جو.  

مقــادير ممكــن .  را از بــين ببــريمx3بايــد   -33
  :اند از عبارت

 دقت كنيد كه
x3

  . بايد عدد صحيح شود10

  x x x x x       3 1 2 1 21 1 10 9  

        
9 2 1 10 102 1 1  

  x x x x x       3 1 2 1 2
102 2 32  

        
3 2 1 4 42 1 1  

  x x x x x3 1 2 1 2
105 5 35          

  x x x x x3 1 2 1 2
1010 10 910          

  .تا جواب روي هم داريم14پس

 اسـت؟  250 و100مكعب چـه عـددي بـين        -34

,  :ببينيد , ,   3 3 3 34 64 5 125 6 216 7 343  
x يا6:پس داريم x x1 2 3 5    

:هاي طبيعي برابر است با تعداد جواب   5 1 6 1
3 1 3 1
  يعني :  

     4 5 162 2   

35-   (x x )3
1 2  ــريم ــين بب ــد از ب ــر . را باي  اگ

x x1 2 1 د، حاصل باش(x x )3
1 2و داريم8شود  مي :  

  x x3 4 12   
xها هم   در ساير حالت   x1 2 3شـود   مـثلاً مـي   (شـود      بيشتر مي  2 از 

 بيشتر است و طـرف راسـت را منفـي           20كه مكعب آن از   )  يا 4يا
  !كند، پس امكان ديگري نداريم مي

   n
rx x x x 12

1 2 3 4 2
12 11 12 112 1




        

  !ها است نه انديس مجهول آخر ، تعداد مجهولrكنيد كه  دقت مي
  :طبق صورت سؤال داريم   -36

  x x x x    3
1 2 3 4 10x x x x1 2 3 43 3 3 3 30     

     n
r



  
10
4

10 4 1 13
4 1 3  

xهايي كه تعداد جواب   -37 yباشد برابر است با :  

  x yx y z x z     10 2 10  
  (x ,z) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )  0 10 1 8 2 6 3 4 4 2 5 0IÄ IÄ IÄ IÄ IÄ  

xم كه پس شش جواب داري    y ها هـم برابـر       تعداد كل جواب  .  باشد

  :است با   n
r

10
3

10 3 1 12 663 1 2



     

66پس 6 60    جواب داريم كـهx y .      هـا   در نـصف ايـن جـوابx 
 جـواب بـا     30بنـابراين .  بيـشتر اسـت    yبيشتر است و در نصف ديگر     

xشرط yداريم .  
، نامعادلـه را    x4كردن يك مجهـول     با اضافه    -38

  :كنيم به تساوي تبديل مي

       x x x x1 2 3 4
12 4 1 15 1512 4 1 3 12
         

ــا   اضــافه مــيtاول يــك مجهــول   -39 ــيم ت كن
    :نامساوي تبديل به تساوي شود

  x y z x y z t13 13         
خـواهيم امـا در        مي z و x،yحالا دقت كنيد كه جواب طبيعي براي      

 1 بايـد بيـشتر يـا مـساوي      z و x،y حرفي نزديم پـس فقـط      tمورد

x:باشند
y
z

x y z t x y z t



            1
1
1

13 13 3 10  

       
10 4 1 13

4 1 3  
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، نامساوي تبديل به تساوي     tبا يك مجهول     -40
x    :شود مي y z x y z t       15 15  

  x
y
z

x y z t



          3
3
4

15 3 3 4 5  

     n
r



  
5
4

5 4 1 8
4 1 3  

هاي   يعني كل جواب  . كنيم  از مكمل استفاده مي      -41
x1كنيم كه هايي مي شماريم و منهاي جواب طبيعي را مي 4است .  

  )( ) ( ( )
x x

ÂÄIÀïJH¼]jHk÷U ÂÄIÀïJH¼] jHk÷U®¨ jHk÷U
IÀïJH¼]óo{IM ¾¨ 

 1 13 4
   

  :هاي طبيعي برابر است با تعداد كل جواب

       n
r

n
r

9
3

1 9 1 8 281 3 1 2



       

x1هاي طبيعي كه تعداد جواب 4باشد :  

  x
x
x

x x x y y y



          1
2
3

4
1 2 3 1 2 31

1
9 9 4 1 1 3  

     
3 3 1 103 1  

28پس 10 18 جواب داريم .  
ون بين دو معادله، مجهول مشتركي نداريم،       چ   -42

  .كنيم هاي هر دو معادله را حساب كرده و در هم ضرب مي تعداد جواب

       
     
na b c r
nx y z r

          
          

1 8 1 78 211 3 1 2
1 10 1 910 361 3 1 2

  

    21 36 756  
 ي هـــــا، معادلـــــه  بـــــراي نوشـــــابه    -43

x x x x1 2 3 4 6        را داريــم كــه جــواب صــحيح و نــامنفي 

    :دخواه مي    9 8 76 4 1 9 844 1 3 3 2
      

  

yي  ها، معادلـه    براي كيك  y y y1 2 3 4 5           را داريـم كـه جـواب 

  ): به هر كس حداقل يك كيك(خواهد   طبيعي مي   5 1 4 44 1 3
    

84پس در كل 4 336 جواب داريم .  
ــكل    -44 ــه شـ ــه از ايـــن بـــسط بـ ــر جملـ  هـ

x x x! a b c
x !x !x !

1 2 3
1 2 3

xهـا، يعنـي      است و جمع تـوان     10 x x1 2 3  

  :پس داريم.  باشد10بايد

     n
rx x x 10

1 2 3 3
10 3 1 1210 663 1 2




        

45-     
!n هر جمله از اين بسط  x ( y) ( z)

! ! !
1 2 3

1 2 3
3 2  

  
پـس  .  اسـت 

  :داريم

     n nn           1 2 3
3 1 2 663 1 2  

  (n )(n )
(n )(n )

        2 1 66 2 1 132 12 112  

  n 10  
 گفتيم هر جمله از اين بـسط داراي عبـارت            -46

x x x xa b c d1 2 3 x1 باشـد بايـد    aخواهيم شامل    است و چون مي    4 1 
  :باشد، پس داريم

  xx x x x y x x x1 1
1 2 3 4 1 2 3 47 7 1 6            

     n
r



   
6
4

6 4 1 9 844 1 3  

 5 يا 4 يا 3 نفر جايزه بگيرند يعني    3حداقل   -47
نفر جايزه بگيرند؛ يعني حداكثر دو نفـر دسـت خـالي بماننـد؛ پـس در                 

xي  معادله x x x x1 2 3 4 5 9    خواهيم هاي زير را مي  حالت:  
    : به هر كس حداقل يك جايزه برسد
  x x x x x1 2 3 4 5 9      

     9 1 8 705 1 4
   :جواب طبيعي  

 نفر ديگر حداقل يكي برسد؛ پس       4 به يك نفر جايزه نرسد و به       
 نفـر ديگـر جـواب طبيعـي         4داريم و بـراي      نفر را برمي   5اول يكي از  

  : آوريم مي     5 9 1 85 2801 4 1 3
     

    :  نفر ديگر حداقل يكي برسد3 به دو نفر جايزه نرسد و به

       5 9 1 810 2802 3 1 2
     

280  :شود پس مي 280 70 630    
تا جعبه كـه خـالي باشـند را انتخـاب           3اول   -48

:كنيم مي 10
  :ي ديگر بايد بگذاريم  جعبه7 توپ را در10سپس 3

       n
rx x x 


      
10

1 2 7 7
10 1 9 910 7 1 6 3

Â÷ ÃLö  JH¼]
  

:پس داريم   10 9
3 مـاجرا ايـن    . ها نيـست     اما چنين چيزي در گزينه     3

اســت كــه حاصــل 10
.  اســت120 هــم5! و حاصــل120شــود  مــي3

پس ! 95   .درست است هم 3

ــه   -49 xي در معادلـ x x1 2 3 12   ــواب  جـ

    :خواهيم طبيعي مي   n
r

12
3

12 1 11 553 1 2



    

xي در معادلــه   -50 x x x x1 2 3 4 5 9     

    :خواهيم جواب طبيعي مي     n
r

1 9 1 8 701 5 1 4
      

 ــ   -51 ــك س ــدام ي ــر ك ــه ه ــا اول ب ــدهيم ت كه ب
  :ها تأمين شود حداقل

  x
y
z

x y z x y z1
1
1

12 12 3 9



            

  : باشد5تر يا مساوي  بايد كمxحالا
  

x

x (x ) x1 6 0 1 5 5
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x  :پس داريم x    5 6ÁIÀ JH¼] jHk÷U ®¨ ÁIÀ JH¼]  jHk÷U  
xها با شرط  جواب تعداد(   6 ()هاي تعداد جوابx y z 9    (  

       x(´ÃÀj Â¶ ¾M  ¾§w  IU y{)  
         9 3 1 3 3 1 11 5 55 10 453 1 3 1 2 2

            

ي موردنظرش    ابتدا به هر كس، حداقل سكه        -52
  :دهيم را مي

  x
x
x

x x x y y y1
2
3

2
1 2 3 1 2 33

4
15 15 2 3 4 6




            

انـد   ها عبارت   شود؛ يعني شرط    ها هم كم مي     حالا از حداكثر تعداد سكه    
x  :از y1 12 5 0 3      

  x y    2 23 6 0 3  
  x y3 34 7 0 3      

iy0:تر بنويسيم اگر خلاصه 3   
  :هاي موردنظر برابر است با تعداد جواب

  | y ,y ,y |1 2 3 3 ¾¨  ÂÄIÀ JH¼]  
  | | | y y y |    1 2 34 4 4IÀ JH¼] ®¨ IÄ IÄ ¾¨  ÂÄIÀ JH¼]  

         
y

( )



          

1 4

6 3 1 2 3 1 8 43 3 103 1 3 1 2 2
¾¨  ÂÄIÀïJH¼]


  

هـا    تـا از آن     هـا يـا سـه     yهايي كه دوتا از      چه اتفاقي افتاد؟ جواب    
تـا سـكه مانـده و       6 باشند وجود ندارند، چون كـلاً      4يا مساوي بيشتر  

  . سكه بدهيم4توانيم به بيش از يك نفر، نمي

)  :استاين  جواب 10اگر كنجكاو هستيد،    , , ) , ( , , ) ,( , , )3 3 0 3 2 1 2 2 2
S²Ie ¾w S²Ie y{ S²Ie ¦Ä  

xي  اين يعني معادله     -53 x x x1 2 3 4 9    
ix1با شرايط  4     اول يك توپ در هر سبد      .  چند دسته جواب دارد
y  ) ماند تا توپ ديگر مي5: ( دهيم قرار مي y y y1 2 3 4 5     

iy:توان قرار داد تا مي3 توپ، حداكثر5حالا در هر سبد، از اين 3  
  :پس داريم

  i
y

| y | | |  3
 IÀ pH Â§Ä ®¤Hke ¾¨  ÂÄIÀ JH¼]¾¨  ÂÄIÀ JH¼] ®¨ SwH  4 Á»Iv¶ IÄ oTzÃM  

         
y1 4

5 4 1 1 4 1 8 44 4 56 16 404 1 4 1 3 3


            
SwH ¾¨  ÂÄIÀ JH¼]

  

 3ها، بيـشتر از   yهايي كه دوتا يا بيشتر از بين        جواب!  دقت كنيد  
  .تا توپ مانده است5باشند وجود ندارند، چون كلاً

  : باشد، داريمabcاگر عدد موردنظر   -54
  a , b , c     1 9 0 9 0 9  

  a b c 15    
a  : بدهيمaبه(!) اول يك سكه  b c 14     

  a , b , c   8 9 9  
  | | | c b a |    10 10 9®¨ IÄ IÄ ¾¨  ÂÄIÀ JH¼]IÀ JH¼] jHk÷U  

         [ ]             
14 3 1 5 3 1 4 3 1 4 3 1

3 1 3 1 3 1 3 1  

         [ ] ( )16 7 6 6 120 21 15 15 120 51 692 2 2 2            

aهـايي بـه صـورت       كنيـد كـه جـواب        دقت مي   9 ،b 10   و  ...
  .نداريم) تايي هاي دو و سه اشتراك(

    :دهد تابع حسابي اويلر، اين كار را انجام مي   -55
  .اند  اولN كه نسبت بهNتر يا مساوي تعداد اعداد طبيعي كم  

    273 3 91 3 7 13        (N) N( )( )
p p1 2

1 11 1       

  ( )( )( )6 2 12273 6 2 12 1447 3 13    ( )( )( )   1 1 1273 1 1 17 3 13  

56-   ( ) تــر يــا   تعــداد اعــداد طبيعــي كــم231
  :اند كند كه نسبت به آن اول  را حساب مي231مساوي

  ( ) ( )( )( )1 1 1231 231 1 1 1 2 6 10 1203 7 11          

  231 3 7 11                      
انـد،     نسبت بـه آن اول     231تر يا مساوي    تا از اعداد طبيعي كم    120پس

230بنابراين 120 110     نـسبت بـه آن      231تـر از    تا عدد طبيعي كـم ،
  .اند غيراول

57-   ( )  105تـر از     تعداد اعداد طبيعي كم    105
  :اند كند كه نسبت به آن اول را حساب مي

  ( )        105 3 5 7 105 2 4 6 48  
  :حالا به اين محور نگاه كنيد

    

   نسبت به آن اول هـستند       105تر از   تا از اعداد كم   48 نشان داد كه ،
رقمـي و     خواهيم، پس بايد يـك      ها را مي    اما در اين سؤال فقط دورقمي     

  :ها را كنار گذاشت رقمي سه
  , , ,1 2 4   .اند  اول105رقمي كه نسبت به اعداد يك: 8

  , ,101 103   .اند  اول105رقمي كه نسبت به اعداد سه: 104
48پس 7 41 اند  اول105 عدد دورقمي نسبت به.  

انـد، بـر       اول 105اعدادي كه نسبت به   :  از اصل عدم شمول برويم     
  .پذير نيستند  بخش7 و3،5يك از اعداد هيچ

  | | | | | | 7 oM ¾º 5 oM ¾º 3 oM ¾º ®¨ 7  IÄ 5  IÄ 3 oM  
   | | ( , ,     

15 21
3 5 7 5 3 7 3®¨ Joñ¶ Joñ¶ Joñ¶ Joñ¶ Joñ¶  

   , , , ) 
35 105

5 7 7 5 3Joñ¶ Joñ¶  

  ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]


       99 9 99 9 99 9 9990 3 3 5 5 7 7 15
Âμ¤n»j ®¨  jHk ÷ U

  

  [ ] [ ] [ ])  99 99 99
21 35 105  

    ( )
30 18 13

90 33 3 19 1 14 1 6 4 2 0 90 49 41               
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(m)ي  رابطه   -58 (n) (mn)      فقط وقتي 
(m,n)برقرار است كه   1    ساير . اير حالات درست نيست    باشد و در س

  .اند ها درست گزينه
)جز  به   -59 ) ( )   1 2 ، براي اعداد طبيعـي     1

)، همواره عددي زوج است؛ پسديگر، مقدار k )22 1 2 
joÎ jkø

نيست .  

  : را ببينيد60 و75ي تجزيه   -60
    ,    2 1 2 1 175 5 3 60 2 3 5  
 را  5 و 2،3هـاي    اول اسـت، عامـل     60 و 75پس عددي كه نـسبت بـه      

 ساخته شده است،    5 و 2،3 هم از عوامل   300با كمي دقت، عدد   . ندارد
تـوانيم     اول است، مي   60 و 75كه بگوييم عدد نسبت به      پس به جاي اين   

 301تـر از    حالا تعداد اعداد طبيعي كـم     .  اول است  300 نسبت به  بگوييم
   :اند برابر است با كه نسبت به آن اول) 300تر يا مساوي كم(

  ( ) ( )( )( ) ( )( )( )      1 1 1 1 2 4300 300 1 1 1 300 802 3 5 2 3 5  

 اول باشـد، نـسبت      240هر عددي نسبت به      -61
 عوامل يكسان دارند؛ پس در 2400 و 240 هم اول است؛ چون    2400به

)واقع ) 5  : خواهيم  را مي2400 22400 2 5 3    

  ( ) ( )( )( )         1 1 1 1 2 42400 2400 1 1 1 2400 6402 3 5 2 3 5  

ــل 180 و30   -62 ــر دو از عوامــ  5 و2،3، هــ
 30 اول باشد، نسبت بـه     180اند؛ پس هر عددي نسبت به       ساخته شده 

)حالا. هم اول است و برعكس     )  180 تـا  1 تعداد اعداد طبيعي از    180
 را  30 تـا  1يعنـي (خـواهيم      به بعـد را مـي      31كند اما از    را حساب مي  

)، پس)خواهيم نمي )   :كنيم  را كم مي30
  ( ) ( )  180 30  

  ( )( )( ) ( )( )( )       1 1 1 1 1 1180 1 1 1 30 1 1 12 3 5 2 3 5  

  ( ) ( )         1 2 4 1 2 4180 30 6 8 8 402 3 5 2 3 5  

ضـرب    م دو عدد طبيعي وقتي حاصـل      .م.ك   -63
)شود كه نسبت به هم اول باشـند پـس           ها مي   آن ,a)231 1    و تعـداد 

)، همانaهاي جواب )   : است231
  ( )        231 7 3 11 231 2 6 10 120  

nاز   -64 am105 1   ي بزو نتيجـه       طبق قضيه
ــي ــود كــه  م )ش ,a)105 1 ــالا چــون a، ح 105ــت، تعــداد   ا س
) برابرaهاي جواب )   : است105

  ( )        105 3 5 7 105 2 4 6 48  
ي سـياله را در       شرط وجود جواب در معادله       -65

    : ايد، بايد داشته باشيم ي اعداد ديده  بخش نظريه
  ( ,b ) | ( ,b ) |2 3 1 2 224 4 2 3 2   

 يـا بيـشتر هـم نباشـد      32 نبايد باشـد و    3، عامل b2ي  خب در تجزيه  
  . هم نيست4 نيست و مضرب3 مضربbپس

  bهاي تعداد جواباند4 و نه مضرب3 كه نه مضرب100 تا1تعداد اعداد  

  ([ ] [ ] [ ]) ( )        100 100 100100 100 25 33 8 504 3 12  

n)از   -66 , )6 1  شود   نتيجه ميn 3 و 2 عوامل 
  .ندارد

  
(n , )

(n , )

( n) ( ) (n) (n)

( n) ( ) (n) (n)

2 1

1
3 1

2 2

3 3 2





      


       

  

  (n) (n) (n)      2 0kºH Á»Iv¶  
  .چنين چيزي امكان ندارد

بايد هـر يـك از اعـضاي دامنـه را بـه يـك                  -67
fنيم؛ پس براي انتخـاب     نظير ك  Bعضو ( )1،f ( )2،f ( f و 3( (  هـر   4(

 طبـــق اصـــل ضـــرب. داريـــم) 7 يـــا6 يـــا5( حالـــت 3كـــدام
43 3 3 3 3 81    تابع وجود دارد .  

68-   f ( f و 1( ( fبراي. اند   كه معلوم  3( (  پـنج   2(
fو بـراي  ) e يا d يا c يا b يا a(حالت   (  c يـا  a(، چهـار حالـت      4(

طبـق اصـل ضـرب     داريم؛ پس   ) e يا dيا
f ( ) f ( ) f ( ) f ( )1 2 3 4

1 5 1 4 20
   
    

  .تابع با اين شرايط وجود دارد
fبراي انتخاب    -69 (a)     2 يا 1( سه حالت داريم 
fاما براي ) 3يا (b) يك نبايد  به  ن در تابع يك   ، چوy ها تكرار شوند، دو

fماند و براي    حالت مي  (c)               هـم فقـط يـك حالـت؛ پـس طبـق اصـل 
3ضرب 2 1 6  يك امكان دارد به  تابع يك.  

}ي از مجموعــه   -70 , , }1 2 نــي يع( بــه خــودش 3

ــه }ب , , }1 2 ــوانيم كــلاً مــي) 3 33ت 27 ــابع بنويــسيم f( ت ( )1،f ( )2 
fو (   .) هر كدام سه حالت دارند3(

  : يك برابر است با به  هاي يك تعداد تابع
f ( ) f ( ) f ( )1 2 3

3 2 1 6
  
    

27پس 6 21 يك داريم به  تابع غيريك.  
 هـاي   يك، تعداد حالـت     به  گفتيم در تابع يك      -71
y شود؛ پس بـراي     يكي، كم مي    ، يكيf ( f، پـنج حالـت، بـراي      1( ( )2 ،

fچهار حالت، براي ( f، سه حالت و براي3( (   :، دو حالت داريم4(

    5 4 3 2 120     
72-   f (  B در 1 باشـد؛ پـس عـضو      1 كه بايـد   1(

fحالا براي . شد مصرف ( ) 5 يـا 4 يـا 3 يـا 2(، چهار حالت داريـم  2(
fبه همين ترتيب براي   . باشد ( f سه حالـت و بـراي      3( (  دو حالـت    4(
4ماند؛ پس مي 3 2 24  توان نوشت يك مي به يك   تابع.  
 اسـتفاده   B در 3 و 1،2بايد از هر سه عضو       -73
بار بـه كـار        يك B سه عضو دارد، دقيقاً هر عضو      چون دامنه هم  . كنيم
 مرتـب   A را در مقابـل اعـضاي      Bرود؛ يعني فقط بايـد عـضوهاي        مي

3!كرد؛ پس 6حالت داريم .  
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عـضوي، توابـع    nي  عضوي به يـك مجموعـه     nي   از يك مجموعه   
|يك و پوشا يكي هستند، يعني وقتي        به  يك A | | B |  يـك و     بـه   ، يـك

  . است!nها هم اند و تعداد آن پوشا بودن معادل
}از   -74 , , , , }1 2 3 4 } به 5 , }1 52، كلاً 2 32  تابع 

ــا از آن. داريــم ــابع ثابــت(هــا پوشــا نيــستند  دوت fيكــي ت (x) 1 و 
fديگري (x) 2(32؛ پس 2 30 تابع پوشا داريم .  

  :به نمودار ون دقت كنيد   -75
    

  
 اسـتفاده   Bها وقتي غيرپوشا هستند كـه فقـط از يـك عـضو              تابعاين  
  : پس فقط دو تابع غيرپوشا داريم، يعني ثابت باشند،كنند

  

      يا      

  

  : نمودار ون دقت كنيد اينبه   -76

    

عـضوي اسـت، بايـد دقيقـاً دوتـا از             چون دامنه چهارعضوي و برد سـه      
 ؛ پـس  ) نظير شـوند   Bيعني به يك عضو   (مقصد باشند     ، هم Aاعضاي

: را انتخـاب كنـيم  Aاول دو عضو  4
سـپس ايـن گـروه و دو عـضو     ؛ 2

 3! را بپوشـانند كـه     Bتا هستند كه بايد سه عـضو        ديگر، روي هم سه   

حالت دارد؛ پس در كل  !4 3 362   داريم تابع پوشا.  

  | | | | | | I{¼Q ÍMH¼U ÍMH¼U ®¨ I{¼QoÃü ÍMH¼U  
  | B | 43 k¹ºI{¼Q Âμº Hn nj 3 IÄ 2 IÄ 1 ¾¨  Â÷MH¼U  

  (| R | | R | | R | | , R | | , R |          4

3 2
3 1 2 3 1 2 1 3

½k{ ½jIÿTwH  »  pH
  

  | , R | | , , R |)   2 3 1 2 3  
  ( |4 4 4 4 4 4 4 43 2 2 2 1 1 1 0 36          

    : را پوشانده3 كهaعضو    -77
  
  

6! را بپوشانند، پس4 و1،2 هم بايدd وb،cپس 3حالت داريم .  
، بـه   B به سـه عـضو متمـايز       3 و 1،2بايد   -78

:داريـم    برمي B عضو از  3پس .ترتيب صعودي نظير شوند    5 103   و

  .كنيم ها نظير مي  را به ترتيب به آنAاعضاي
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 پـس دو راه     ، شـده  7ضرب دوتا پرانتز برابر      -1
1:داريم 77 يا 1  

      x y

u v t

 
   

7
1

 

        7 2 1 1 3 1 8 3 242 1 3 1 1 2
       تعداد جواب  

  x y

u v t

1
7

 
   

  

         1 2 1 7 3 1 2 9 722 1 3 1 1 2
        تعداد جواب  

72پس روي هم 24 96 جواب داريم .  
 يك بار ديگر براي خودتان مرور كنيد كه كجا بايد در هـم ضـرب          

  كنيم؟ كجا بايد با هم جمع كنيم؟
دارد، يعنـي    فقط يك عضو را ثابت نگـه مـي           -2

fك عـضو،  فقط براي ي   (x) x  خـب اول آن يـك عـضو را از          .  اسـت

: انتخاب كنيم  4 و 1،2،3بين 4 41  حـالا سـه عـضو ديگـر        .  حالت

 را در نظـر     4و2،3مـثلاً . شود   به خودش نظير نمي    يك  داريم كه هيچ  
  :بگيريد

    يا    

يك بـه خـودش نظيـر نـشود؛           عضو، هيچ 3دو حالت وجود دارد كه در     
4پس 2 8 حالت داريم .  

ــه جــاي   -3 ــبx3 وx1،x2ب ــه ترتي   ب
y1،y2 و y3   دهـيم؛ پـس داريـم        قرار مـيy y y1 2 3 9   .  چـون

x2جواب طبيعي و 13خواهيم، داريم  را مي:  
  y , y y , y    1 2 2 31 13 4 1  

yي جديد پس معادله y y1 2 3 9 1 4 1       است :  
  y y y1 2 3 3      

  :ها برابر است با تعداد جواب   n
k

3
3

3 3 1 5 103 1 2



     

 و نامعادلـه را بـه       يك مجهول اضـافه كـرده        -4
x    :كنيم معادله تبديل مي y z x y z t       6 6  

     n
k



   
6
4

6 4 1 9 844 1 3  

xبايد   -5 x x1 2 3 10       را با شـرط x1 2 
  :حل كنيم

     n
kx x x 


         
8

1 2 3 3
8 3 1 1010 2 8 453 1 2  

6-   ( )  تر يا مـساوي     بيعي كم  تعداد اعداد ط   120

  :اند  شمارد كه نسبت به آن اول  را مي120  3 1 1120 2 3 5  

  ( ) ( )( )( ) ( )( )( )      1 1 1 1 2 4120 120 1 1 1 120 322 3 5 2 3 5  

هـا و   رقمـي  خـواهيم؛ پـس بايـد يـك     هـا را مـي      حالا ما فقط دورقمـي    
  :ها را حذف كنيم رقمي سه

  ( ) { , }kºHï−»H ¾M SLvº ¾¨ ÂÄIÀïÂμ¤n ¦Ä 120 1 7  

  ( ) { , , , , , }
IU pH ÁIÀïÂμ¤n ¾w

kºHï−»H ¾M SLvº ¾¨ 
120 100

120
101 103 107 109 113 119  

تـا  6رقمـي و    تـا يـك   2 پيـدا كـرديم،    تا كه به كمك   32پس از اين  
   :هاي موردنظر برابر است با تعداد دورقمي. رقمي هستند سه

  32 2 6 24    

 3 و نه بر   2خواهيم كه نه بر      در واقع تعداد اعداد دورقمي را مي       
  :پذيرند  بخش5و نه بر

  | | | | ([ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]99 9 99 9 99 990 2 2 3 3 5 5       ®¨ 5 IÄ 3 IÄ 2  

  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ])    99 9 99 99 99
6 6 10 15 30  

  ( )90 45 30 18 15 9 6 3 24          
دانيم كه اعداد اول غيرمساوي، نسبت به         مي   -7

 روي ضرب پخش    اند و وقتي اعداد نسبت به هم اول باشند،          هم اول 
  :شود مي

  
c ab

k c

(a b c) (ab) (c) k(c )
1

1


        SLvº »
kºH −»H  ´À  ¾M  

 .باشـند  را داشته    2 و 0اين اعداد بايد حتماً      -8
  ) را نداريم8 و4،6، ارقام4كنيد كه در مبناي دقت مي(

  | | | | | | 0 0kº nHj 2 » ®¨ kº nHkº  IÄ 2  
  | | (| | | | | |)   0 0®¨ kº nHkº 2 kº nHkº kº nHkº 2 »   

( )
, , , , , , , ,

               23 3 3 3 3 3 3 34 4 4 2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 3 1 2 3 1 3

  

  ( )192 54 81 16 192 119 73        
9-   

  | | | | | | | S | | A B C |   ¾±\¶ _ ÃÀ ®¨ ¾±\¶ ¦ Ä  ®¤ Hke    
  (| A | | B | | C | | A B | | A C | | B C |      100     

  | A B C |) ( )         100 51 49 50 28 20 19 10 7   
  

x طبــق صــورت ســؤال بايــد      -10 11 3، 
x 22 x33 و 4 5 اين امكان ندارد، چون جمـع       كه باشد  x1، 

x2وx3 هايي   ؛ پس چنين جواب   )شود   مي 12حداكثر(رسد     نمي 20 به
  .وجود ندارند


