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 مثلثات  سومفصل

 

 

دوره ي تناوب 

  
دانم، ولي مـن خـودم        شما را نمي  . بازي    يكي علمي و ديگري تستي و امتحاني و با زرنگ         . ي تناوب بحث كرد     شود راجع به دوره     دو جور مي  

پـس  . ي تناوب بيش از هر بخش ديگري فراهم است          اين امكان در دوره   . ام  جا كه امكان داشته باشد، هميشه طرفدار الگوي دوم بوده         در هر 
  .من هم مخالفتي با اين نظريه ندارم. توانيد نتيجه بگيريد من آدم بپيچوني هستم شما هم مي. ي تناوب را دوست دارم من شخصاً دوره

ها هم طـوري باشـد كـه          حتي اگر گزينه  . ها استفاده كنيم    ها از گزينه    كنيم بيش از ديگر تست       تناوب ما سعي مي    ي  كردن دوره   در پيدا 
خلاصـه  . زدنش خيلي ساده اسـت، مـسئله را حـل كنـيم             كردن چند عدد كه حدس      كنيم با امتحان    اين امكان را به ما ندهد، سعي مي       

  .وار پرهيز كنيم و تا جايي كه امكان دارد، لايي بكشيم ياضيكنيم از راه حل رسمي و ر كه معمولاً سعي مي اين

  ي تناوب تعريف دوره

 و برگشت داشته باشد و بعد از هر رفت و برگشت مجدداً حركت رفت و برگشت قبلي كه انجـام داده را دوبـاره عينـاً تكـرار كنـد،            به هر حركتي كه رفت     
  .ايستد ركت پاندول يك ساعت، حركت زمين به دور خورشيد و يا حركت يك چرخ و فلكي كه نميمانند حركت پيستون ماشين، ح. حركت تناوبي گويند

  .شود ي از نظر نموداري تابعي كه متناوب باشد، شكل يك بازه از آن همواره در قبل و بعد از خودش تكرار م

  .گويند ي تناوب مي  يك دورهTبه طول

f تابع :يك تابع متناوب  تعريف رياضي     (x)      را متناوب گويند اگر بتوان پارامتر T        ي  اي يافـت كـه رابطـه         را بـراي آن بـه گونـهf (x T) f (x)+ = 
fxازاي هر  به D∈ برقرار باشد.  

  .گويند ي تناوب اصلي تابع مي  كه در اين رابطه صدق كند، دورهTترين عدد مثبت  به كوچك
ــر  ــك دورهTاگ ــد، آن   ي ــابعي باش ــاوب از ت ــضرب صــحيحي از   ي تن ــر م ــاه ه ــز دورهTگ ــود    ني ــد ب ــابع خواه ــراي آن ت ــاوبي ب ــي. ي تن  يعن

»f (x T) f (x) f (x nT) f (x)+ = + گونـه   توانيد فرض كنيد كه تـابع ايـن   مثلاً در همان شكل قبلي مي.  عدد صحيحي است   n كه در آن     »;=

  .شود تكرار مي
  
  

T  :اوب براي تابع نيست و داريمي تن ترين دوره ولي كوچك. ي تناوب براي تابع است   نيز يك دوره′Tبينيد  طور كه مي  البته همان T′ = 2  

زيرا قرار است اگر يـك دوره       . نهايت محدوديت داشته باشد     نهايت يا منفي بي     تواند از سمت مثبت بي      اش نمي   گاه دامنه   اگر تابعي متناوب باشد، آن     
هايش و از آن طـرف هـم بـراي     ي ها و بعد طور براي بعدي    اشته باشد و همين   از تابع را انتخاب كنيم، در قبل و بعدش هم همين نمودار عيناً وجود د              

  .هايش ها و قبلي قبلي
ي هر تابع متناوب      ي بالايي اين نيست كه دامنه       منظور از نكته  !  اشتباه نكنيد  

  :مثلاً به اين شكل نگاه كنيد.  است\لزوماً

fxازاي هر زيرا به .  تعريف نشده است، اما متناوب است\ نيست و تابع به ازاي نقاط خاصي از\ين تابعي ا بينيد دامنه چه مي چنان D∈داريم :  

    f (x T) f (x)+ =  
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حسابان

  توابع متناوب معروف

yي تناوب اصلي تابع دوره sin ax=را پيدا كنيد .  

yاز روي شكل تابع    :راه اول  sin x=       واضـح اسـت كـه 

توان در نظر گرفت كه تابع قبل و بعد از            اي كه مي    ترين بازه   كوچك
Tبنابراين. است π2اي به طول شود، بازه آن عيناً تكرار مي = π2.  

  :گونه نيز انتخاب كنيد ها را اين توانيد اين دوره البته مي

  :را از اين معادله پيدا كنيمTترين مقدار مثبت خواهيم كوچك مي )راه حل جبري(: راه دوم

  
.دهد  نميk برايx ازمقدار ثابت و مستقلي

 
kaT k T a

aT (k ) ax

π⎧ = π =⎪
⎨
⎪ = + π−⎩

22

2 1 2

;;
ax aT k ax

sina(x T) sin ax
ax aT (k ) ax

+ = π +⎧
+ = ⎨ + = + π −⎩

2
2 1;  

k، از aبودن   ، با فرض مثبت Tترين مقدار مثبت    اول داريم كه كوچكي معادلهاز  T  : داريم،Tدن  بو  پس براي هميشه مثبت  . شود  پيدا مي1= | a |
π= 2  

  :دست آوريد  بهرا ي تناوب اصلي  توانيد به سادگي دوره هاي مثلثاتي نيز مي ي نسبت  به همين ترتيب براي بقيه

  sinax T cosax T tan ax T cot ax T| a | | a | | a | | a |
π π π π= = = =2 2; ; ; ;  

fي تنـاوب بـراي توابـع         يك دوره  gT و fT م.م.گاه ك    آن ، باشد gي تناوب تابع     دوره gT و fي تناوب تابع     دوره fT اگر  g+،f g−،f g× و f
g 

  .ي تناوب اين توابع نيست ترين دوره  اما لزوماً كوچك،است

fكه توابع  در بحث بالا شرط اين g+،f g−،f g× وf
gناوب باشند، اين است كه متf

g

T
Tمقداري گويا باشد نه گنگ .  

  :م چند عبارت كسري اين است.م.يك راه ساده براي پيداكردن ك 
ك. م. م صورت ها  

  ب. م. م مخرج ها 
. كنـد   ي تناوب تابع را عوض نمي       دورههاي آن، طول      شدن ضريب در عرض    توان فهميد انتقال و يا ضرب        با تصوركردن نمودار يك تابع متناوب، مي       

fي تناوب تابع  يعني اگر دوره (x)برابر Tي تناوب تابع دوره.  باشدaf (x b)+نيز Tخواهد بود.  

  .را، در صورت وجود پيدا كنيد) ي تناوب ترين دوره و نه لزوماً كوچك (ي تناوب يك از توابع زير، يك دوره براي هر
1(y sin x cos x tan x cot x= + + +2 3 4  2(y sin x cos x= +7 9 2  

3(y sin x cos (x )= + +2 2 1  4(y cos x tan x= π +  

5(xy cot x cos( )π π= π π + −2 3 5  

  .رويم هاي جبري نمي كردن، از راه غ حل سرا،وقتي فرمول حاضر و آماده وجود دارد

1

  [ , , , ]T [T , T , T , T ] [ , , , ] [ , , , ] ( , , , )
π π= = π π = π = π× = π× = π1 2 3 4

2 1 1 11 1 22 2 1 23 4 3 4 1 1 3 4 1;

sin x T

cos x T

tan x T

cot x T

π= = π

π= = π

π=

π=

1

2

3

4

2 21
22 2

3 3

4 4

;

;

;

;

  

y  : راه اول 2 sin x cos x (sin x sin( x)) (sin x sin x)= + = + − + = − +1 17 9 2 16 2 2 16 2 22 2  
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  [T , T ] [ , ]π= = π = π1 2 8T;
sin x T

sin x T

π π= =

π= = π

1

2

216 16 8
22 2

;

;
  

:راه دوم

  T [T , T ] [ , ]= = π = ×π = π1 2
2 2 2 27 9 1;

sin x T

cos x T

π=

π=

1

2

27 7
29 9

;

;
  

3  sin x T , cos( x ) T| | | |
π π= = π + = = π1 2

2 22 2 2 22 2
; ;  

Tجا كه  از آن
T =2

1
  .بنابراين مجموع اين دو تابع، متناوب نيست.  عددي گويا نيست2 و2

4
  

cos x T | |

tan x T

ππ = =π

= π

1

2

2 2;

;
  

πزيرا(آمده عددي گويا نيست دست  ي تناوب به  باز هم چون حاصل تقسيم دو دوره
  .، بنابراين تابع متناوب نيست) عددي گنگ است2

5
  T [T , T ] [ , ]= = =1 2 1 6 6;

cot x T | |
xcos( ) T

| |

ππ π = =π
π π π− = =π

1

2

1

22 63 5
3

;

;
  

,مانند(گنگ ديگري    يا هر عدد     πي تناوب بخشي از تابع، ضريبي از        اگر دوره  ,2 3 ، عـدد   ي تناوب بخش ديگري از تـابع        باشد و دوره  ) "
ي تناوب هر دو بخـش   اما اگر دوره)  همين مثال4 و 3هاي  مانند قسمت (.تواند متناوب باشد     نمي گويا باشد، اين تابع در كل     
  . همين مثال2 و 1 مانند قسمت .تواند متناوب باشد تابع گنگ باشد، تابع مي

nyمتناوب بودن تابع sin x=را بررسي كنيد .  

  
n n

n n
n n

(x T) k x
f (x T) f (x) sin(x T) sin x

(x T) (k ) x

⎧ + = π +⎪+ = + = ⎨
+ = + π −⎪⎩

2

2 1
; ;  

nست كه در حالتاواضح    .داد به دست نخواهد T برايxها مقداري ثابت و مستقل از يك از اين معادله  از هيچ1≠
nyتوانيد براي توابع همين كار را به راحتي مي. بنابراين اين تابع، متناوب نيست cos x=،ny tan x=و ny cot x=ي زير را بگيريد  بكنيد و نتيجه.  

  . داشته باشد، تابع متناوب نيست1 تابع مثلثاتي، تواني به جز در كمان يكxاگر

y تابع ثابت     C=     زيرا هر عددي كه به عنـوان . ي تناوب ندارد ترين دوره   تابعي متناوب است، اما كوچكT   ي  ه بـراي آن انتخـاب كنيـد، در رابط ـ
f (x T) f (x)+   .كند  صدق مي=

sinتابع xy sin x=بودن چگونه است؟  از لحاظ متناوب  

πي تناوب آن ترين دوره متناوب است و كوچك) 2  .ي تناوب ندارد ترين دوره  اما كوچك،متناوب است) 1
  . است2

  . استπ آني تناوب  ترين دوره وب است و كوچكمتنا) 4    .متناوب نيست) 3

yاين تابع همان تابع ثابت     x مگر در نقاطي كه    ،است 1= k= π ي تنـاوب ايـن تـابع        بينيد دوره   چه مي   چنان .ي تابع نيستند    زيرا اين نقاط در دامنه    .  باشد 

T = πاست .  
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  ي تناوب توابع براكتي دوره 

اگـر يادتـان باشـد در       . گذاريـد    از براكت مي   Tكردن عبارت داراي   هاي تناوب معمولاً وابسته به شرطي است كه شما براي خارج            ردن اين دوره  ك  پيدا
x]خواص براكت گفتيم كه تساوي a] [x] a+ =   .  عددي صحيح باشدa وقتي برقرار است كه+

  .برويم سراغ مثال كه گوياتر از هر توضيحي است. كند توضيح گيجتان مي

yي تناوب تابع دوره ax [ax]=   . را بيابيد−

  ax aT [ax aT] ax [ax]+ − + = −;f (x T) f (x) a(x T) [a(x T)] ax [ax]+ = + − + = −;  

  aT [ax aT] [ax]− + = −;  

كه عددي بتواند از داخل براكت خارج شـود، ايـن اسـت كـه                  بتواند از داخل براكت خارج شود و شرط اين         aTكه دو طرف برابر شوند، اين است كه مقدار          شرط اين 
ستيد، پـس بايـد     ي تنـاوب اصـلي ه ـ       اما چون به دنبـال دوره     .  را داشته باشد   … يا 2− يا 1− يا 0 يا 1 يا 2 يا …تواند مقادير    مي aTپس. مقدارش صحيح باشد  

aT  :يعني. ترين عدد مثبت ممكن را انتخاب كنيد     كوچك T a= = 11 ;  

  :ي زير را گرفت توان نتيجه مي. گيريم ي تناوب را هميشه مثبت در نظر مي و چون مقدار دوره

yي تناوب اصلي تابع دوره ax [ax]= Tصورت  به − | a |=   . است1

  .ي تناوب توابع زير را بيابيد دوره

1(xy [ ] x= −3 3  2(x xy [ ] [ ]= −6 86 8  3(y x [ x] [ x]= − −15 9 6  

  :كنيم گيري مثال قبلي استفاده مي در اين مثال از نتيجه

1  x xy ([ ] ) T= − = =13 33 3 1
3

;   

x   :كنيم  تابع اضافه كرده و يكي كم مي ي ضابطه به xيك 2 x x x x xy [ ] x x [ ] ([ ] ) ( [ ])= − + − = − + −6 8 6 86 8 6 6 8 8  

Tي تناوب پرانتز اول  دوره = =1
1 61
6

T و پرانتز دوم  = =2
1 81
8

=  . است 24T [T ,T ] [ , ] T= = =1 2 6 8 24 ;  

3x15 صورت  را به x x+9   : شكنيم مي 6
 

T , T [ , ]= = = =1 2
1 1 1 1 1
9 6 6 9 3; ك.م.م صورت ها 

ب.م.م مخرج ها 
y ( x [ x]) ( x [ x])= − + −9 9 6 6 ;  

yي تناوب اصلي تابع دوره [ax] [ ax]= +   . را بيابيد−

fشما شكل تابع :راه اول (x) [x] [ x]= + Tبينيد كه براي آن داريم  را بلد هستيد و مي− =1.  

fدانيد كه    ز طرفي با توجه به قواعد ترسيم مي  ا (ax) [ax] [ ax]= + T  :توان فهميد كه  بنابراين مي . شود برابر فشرده مي  a  ،ها x فقط در جهت محور  − | a |= 1  

ax]  : راه دوم aT] [ ax aT] [ax] [ ax]+ + − − = + −;f (x T) f (x) [a(x T)] [ a(x T)] [ax] [ ax]+ = + + − + = + −;  

aT  : ي تناوب اصلي داريم   از طرفي براي پيداكردن دوره  .[∋aT پس ، از براكت خارج شود aTشدن دو طرف اين است كه   شرط برابر  =1  

  T | a |=   ي تناوب بودن دوره تبا توجه به مثب : 1

ax]ي تناوب تابع دوره b]y ( ) +=   . را پيدا كنيد1−
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  [a(x T) b] [ax b] [ax b aT] [ax b]f (x T) f (x) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + + + ++ = − = − − = −1 1 1 1; ;  

  :با اين فرض. [∋aT از براكت داريمaTشدن براي خارج
[ax b] aT [ax b] [ax b] aT [ax b] aT( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + + +− = − − × − = − − =1 1 1 1 1 1 1; ;  

تـرين مقـدار    خواهيم بايد كوچك ي تناوب اصلي را مي  ولي چون دوره، بايد زوج باشدaTرسيم كه  به اين نتيجه مي    ،[∋aTخير و توجه به     ي ا   با توجه به معادله   
aT  : يعني.  در نظر بگيريمaTمثبت زوج را براي   T | a |= = 22 ;  

  ي تناوب اصلي استفاده از تبديل كمان درتشخيص دوره

 مثبت ممكـن نبـود،   Tترين  لزوماً كوچكTشده، پيدا كنيد و اين   هاي داده    تناوب براي تابع   ي  شد كه يك دوره     تا به حال بيشتر از شما خواسته مي       
fي هاي ديگري وجود داشته باشند كه در رابطه   Tبلكه ممكن بود،   (x T) f (x)+ تـر   ايـد، كوچـك    كه شما به دسـت آورده T صدق كنند و از آن=

  . باشند

fحتماً يادتان هست كه گفتيم براي توابع       g+  ،f g−  ،f g× و f
g مقدار f g[T ,T . ي تناوب اصلي نيـست  ي تناوب است، ولي لزوماً دوره  يك دوره [

اما معمولاً چيزي   . ي تناوب اصلي آن را      نه دوره كرديد    هاي تناوب تابع را پيدا مي       كه شما تا الآن براي توابع فقط يك دوره از دوره            ي كلام اين      خلاصه
  .ي تناوب اصلي تابع را پيدا كنيم اي، دوره جا به بعد سعي داريم كه با روش ساده از اين. ي تناوب اصلي تابع است كه براي ما مهم است، دوره

) ي تنـاوب اصـلي تـابع نباشـد          مـاً دوره  توانـد لزو    كه مـي  (ي تناوب     ي تناوب اصلي يك تابع، ابتدا يك دوره         كردن دوره   براي پيدا 
 تنـاوب را بـه      ي  كنيد، سپس نصف ايـن دوره       هاي معمول كه در اين فصل فرا گرفتيد، پيدا مي           زده و يا به روش       را حدس  Tمانند

ي تناوب اصـلي   اگر نبود كه يعني دوره.  يا نيستي تناوب تابع، هست كنيم تا ببينيم كه آيا آن هم دوره    روشي كه در زير خواهد آمد امتحان مي       

T بوده است، اما اگر    Tهمان
Tي تناوب بود، مقدار  هم دوره  2

دهيم كـه مطمـئن    كردن را تا جايي ادامه مي كنيم و اين روند نصف  را امتحان مي4

  .ايم ي قبل يافته ي تناوب اصلي تابع را در مرحله هشويم دور

Tكه آيا كردن اين روش امتحان
  :ي تناوب تابع هست يا نيست  دوره2

Tx را به مقدار   xمقدار + Tfي  عمليات جبري، بايد ببينيم كه آيا رابطه      سپس با   . كنيم  كنيم و در تابع، جايگذاري مي        تبديل مي  2 (x ) f (x)+ =2 

Tگاه  آن،نيز برقرار است يا نه؟ اگر برقرار بود
  .ي تناوب تابع است  نيز دوره2

  .ي تناوب اصلي توابع زير را محاسبه كنيد دوره
1(y cos(sin ax)=  2(y sin(cosax)=  3(y sin(cos x)−= 1  4(y cos (sin x)−= 1  

5(ny sin ax= 2  6(ny cos ax+= 2 1  7(sin x cos xy cos x sin x
+= +

2 3
4 5  8(y cot ax tan ax= −  

9(n ny sin ax cos ax= +2 2  10(
x[ ]

y ( ) cos xπ= −1  

sin  : دانيد كه مي 1  ax T | a |
π= 2;  

xپس مطمئن هستم با تبديل x a
π→ +   :كنيم شما مطمئن نيستيد؟ باشه بابا امتحان مي. كند  تابع تغييري نمي2

  cos(sinax)=; sin( ) sinα + π = α2cos(sina(x )) cos(sin(ax ))a
π+ = + π2 2  

aحالا نصف 
π2 كنيم يعني    را امتحان ميa

π:  x x a
π→ +  

  cos(sinax) f (x)= =; cos( ) cos−α = αcos( sinax)−; sin( ) sinπ + α = − αTf (x ) cos(sina(x )) cos(sin(ax ))a
π+ = + = + π2  



 
 

 252

حسابان

Tپس | a |
π=اكنون  .  تناوب استي  هم دورهa

π
cos(sin  : كنيم   را امتحان مي2 a(x )) cos(sin (ax )) cos(cosax) f (x)a

π π+ = + = ≠2 2  

|پس  a |
π

Tي تناوب اصلي همان  تناوب نيست و دورهي  دوره2 | a |
π=است .  

2 T | a |
π= Tحالا.  تناوب هستي دوره ماً يك كه حت2 a

π=كنيم  را امتحان مي:  

  Tf (x ) sin (cosa(x )) sin( cosax) sin (cosax) f (x)a
π+ = + = − = − ≠2   

Tي تناوب همان بنابراين دوره | a |
π=   . است2

yي تابع  كه دامنهاج  از آن3 sin(cos x)−= ]ي  بازه1 , ]−1   .اش از دو طرف محدود است چون دامنه. تواند متناوب باشد  بنابراين اين تابع، اصلاً نمي، است1
4T | a |

π= xزيرا با تبديل . ي تناوب است  يك دوره2 x a
π→ +   .كند  تابع تغييري نمي2

  Tf (x ) f (x ) cos sina(x ) cos ( sinax) f (x)a a
− −π π+ = + = + = − ≠1 1

2  

Tبنابراين همان  | a |
π=   . بوده است2

 تمرين 4گيري زير از اين    ها نتيجه   با توجه به حل اين مثال     . پردازد   مي fog(x) در اين مثال به بررسي وضعيت تناوب توابع        4  تا   1هاي     تمرين 
  :قابل انجام است

  : نكات زير قابل ذكر استfogي تناوب اصلي توابع كردن دوره در پيدا
  . نيز متناوب نخواهد بودfog متناوب نباشد، تابعg اگر تابع1
) ي تنـاوب  كـردن نـصف دوره   امتحانبا همان روش  (fogي تناوب اصلي تابع كردن دوره  به عنوان يك حدس آغازي براي پيدا     2

gTشروع كرد و بعد gي تناوب تابع  يعني دورهgTتوان از  مي
  . امتحان كردfog را در تابع2

T قطعا5ً a
π= ny تناوب براي تابعي   يك دوره2 sin ax= Tاكنون .  هست2 a

π=كنيم ا امتحان مي ر:  

  n(sin(ax)) f (x)=2; توابع زوجn n nf (x ) sin a(x ) (sin(ax )) ( sin(ax))a a
π π+ = + = + π = −2 2 2  

Tپس | a |
π=پس.  استي تناوب  هم دورهT a

π=   :كنيم  را امتحان مي2
n n nf (x ) sin (a(x )) (sin(ax )) (cosax) f (x)a a

π π π+ = + = + = ≠2 2 2
2 2 2  

Tي تناوب اصلي همان پس دوره | a |
π=است .  

6 T a
π= aي تناوب است، پس  قطعاً دوره2

πكنيم تحان مي را ام:  

  n(cosax) f (x)+= − ≠2 nتوابع فرد ;1 n nf (x ) cos a(x ) (cos(ax )) ( cosax)a a
+ + +π π+ = + = + π = −2 1 2 1 2 1  

a هماني تناوب دورهپس 
ππ =   . است2

  :هاي مثلثاتي هم تحقيق كنيد و به نتايج زير برسيد ي نسبت د بقيههاي زوج و فر توان براي توان  مي6   و5 هاي   مشابه تمرين

ny توابعاصلي تناوب ي دوره 1  sin ax= 2 ،ny cos ax= 2 ،ny tan ax=و ny cot ax=به صورت T | a |
π=است .  

nyب اصلي توابعي تناو  دوره2  sin ax+= 2 ny و1 cos ax+= 2 Tصورت  به 1 | a |
π=   . است2

  : كنيم   تقسيم ميcosx را بر صورت و مخرج7
sin x cosx

tan xcos x cosxy cos x sin x tan x
cos x cos x

+ += = ++

2 3 2 3
4 4 55

  

xواضح است كه با تبديل     x→ +π   كند و با تبديل        تابع تغييري نميx x π→ + cot تابع به    2 xy cot x
− += −

2 3
4  ي تنـاوب همـان      بنـابراين دوره  . شود   تبديل مي  5

T = πاست .  
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cosax  :راه اول 8 sinax cos ax sin ax cos axcot ax tanax cot ax Tsinax cosax sin ax cosax | a |sin ax

− π− = − = = = =
2 2 2 2 21 222

;  

a:دومراه 
πيك از توابع ي تناوب براي هر  قطعاً يك دورهtan axو cot axاست .  

yي تناوب براي  دورهكپس ي cot ax tan ax=   :كنيم بنابراين ما نصف آن را امتحان مي.  نيز هست−

  
tan ax cot ax f (x)= − + =;

 cot( ) tan

tan( ) cot

π + α = − α

π + α = − α

2

2

f (x ) cot a(x ) tan a(x ) cot(ax ) tan(ax )a a a
π π π π π+ = + − + = + − +2 2 2 2 2  

aاكنون بايد 
π
yخواهيد ديد كه به تـابع     . را خودتان بكنيد   كار   كنيم، اين    را امتحان مي   4 cot ax tan ax=  ي تنـاوب اصـلي همـان        پـس دوره  .  نخواهيـد رسـيد    −

T | a |
π=   . است2

aدانيم كه  مي9
πي تناوب  دورهnsin ax2و ncos ax2پس ما ، هست a

π
  :كنيم  را براي كل تابع امتحان مي2

  n n n n n nf (x ) sin a(x ) cos a(x ) sin (ax ) cos (ax ) (cosax) ( sinax)a a a
π π π π π+ = + + + = + + + = + −2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2  

  n ncos ax sin ax f (x)= + =2 2  

Tپس a
π=   .ي تناوب براي كل تابع است  يك دوره2

Tاكنون  a
π= n  : كنيم  را جايگذاري مي4 n n nsin a(x ) cos a(x ) sin (ax ) cos (ax )a a

π π π π+ + + = + + +2 2 2 2
4 4 4 4  

f است كه برابرحواض (x)ي تناوب اصلي همان پس دوره.  نيستT | a |
π=   . است2

yي تناوب اصلي     دوره 10 cos x= و 
x[ ]

y ( ) π= T هر دو    1− = π2 بنابراين  .  استT = π2  اكنـون  . ها هم خواهد بود     ضرب آن   ي تناوب براي حاصل      يك دوره
Tما نصف = π2 )يعنيT = π(كنيم  را انتخاب مي:  

  
x x x x[ ] [ ] [ ] [ ]

f (x ) ( ) cos(x ) ( ) ( cos x) ( ) ( ) cos x ( ) cos x f (x)
+π +π π π π+ π = − × + π = − − = − − × − × = − × =

1
1 1 1 1 1  

Tپس = πاكنون بايد . ي تناوب براي تابع كل است  يك دورهT π=   : را نيز امتحان كنيم  2
x x[ ] [ ]

f (x ) ( ) cos(x ) ( ) ( sin x)

π+
+π ππ π+ = − + = − × −

12
21 12 2  

fتواند مساوي واضح است كه اين تابع نمي (x)ي تناوب همان  پس دوره.  باشدT = πخواهد بود .  
  

 هـاي تنـاوب توابـع         م دوره .م.ي خوبي هـستند تـا بـه شـما ثابـت كننـد كـه ك                ها  از اين مثال نمونه     10  و   9  ، 8 هاي      تمرين

f g+،f g− f g× و f
gابع نيستي تناوب اصلي اين تو  اما لزوماً دوره، تناوب براي تابع استي  درست است كه يك دوره.  

  . دست آوريد ي تناوب اصلي توابع زير را به دوره
1(y | sin ax |=  2(y | cot ax |=  3(y | sin ax cosax |= +  
4(y | tan ax cot ax |= −  5(y | sin ax | | cosax |= +  6(y | tan ax | | cot ax |= +  

كه آن را جدا كرديم فقط اين است كه مسائل مربوط به قدرمطلق را در يك تمرين جداگانه                    شود و علت اين     يقاً مانند تمرين قبلي حل مي     اين تمرين نيز دق   

  .آورده باشيم
T:راه اول 1 a

π= Tاكنون.  تناوب استي يك دوره2 a
π=كنيم  را امتحان مي:  

  f (x ) | sin a(x ) | | sin(ax ) | | sinax | | sinax | f (x)a a
π π+ = + = + π = − = =  

Tپس | a |
π=  كردن با امتحان . ي تناوب است     نيز دورهT | a |

π= f به 2 (x ) | cosax |a
π+ f خواهيد رسـيد كـه مخـالف       2= (x)  پـس .  اسـتT | a |

π= ي   دوره
  .باشد تناوب اصلي تابع مي
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y رسم:راه دوم | sin ax |=:  

T  : بنابراين داريم  | a |
π=  

T: راه اول2 | a |
π=شما اگر.  تناوب استي  يك دورهa

π
  :رسيد  به اين مي، را امتحان كنيد2

f (x ) | cot a(x ) | | cot(ax ) | | tan(ax) | f (x)a a
π π π+ = + = + = − ≠2 2 2  

Tپس | a |
π=ي تناوب اصلي است  دوره.  
| رسم:راه دوم cot ax |:  

  T | a |
π=;  

yهاي مشابه براي توابع ي راه حل با ادامه | cosax y و=| | tanax   :رسيم  به نتايج زير مي=|

yي تناوب اصلي توابع دوره | sin ax |=،y | cosax |=،y | tanax y و=| | cot ax Tصورت   به=| | a |
π=است .  

3 T | a |
π= sinaxي تناوب براي قطعاً يك دوره 2 cosax+رايبنابراين ما نصفش را ب.  است| sin ax cosax   :كنيم  امتحان مي+|

  f (x ) | sin a(x ) cosa(x ) | | sin(ax ) cos(ax ) | | sin ax cosax | | sin ax cosax | f (x)a a a
π π π+ = + + + = + π + + π = − − = + =  

aپس مجبوريم
π
  : را نيز امتحان كنيم2

  f (x ) | sina(x ) cosa(x ) | | sin(ax ) cos(ax ) | | cosax sin ax | f (x)a a a
π π π π π+ = + + + = + + + = − ≠2 2 2 2 2  

Tي تناوب تابع همان  پس دوره | a |
π=است .  

4  | tan ax cot ax | | cot ax | T | a |
π− = − =2 2;  

5 T a
π=پس. ي تناوب است  قطعاً دورهT a

π=   :كنيم  را امتحان مي2

f (x ) | sin a(x ) | | cosa(x ) | | sin(ax ) | | cos(ax ) | | cosax | | sinax | | cosax | | sinax | f (x)a a a
π π π π π+ = + + + = + + + = + − = + =2 2 2 2 2  

Tپس a
π= Tبا امتحان  .  تناوب استي   نيز يك دوره2 a

π= T  :ي تناوب اصلي برابر است با    بنابراين دوره . ي تناوب نيست كه دوره خواهيد ديد 4 | a |
π= 2  

6 T | a |
π=با امتحان نصف آن داريم   . يك است ي تناوب هر  دوره:    

| tan(ax ) | | cot(ax ) | | cot ax | | tan ax | | tan ax | | cot ax | f (x)π π= + + + = − + − = + =2 2f (x ) | tan a(x ) | | cot a(x ) |a a a
π π π+ = + + +2 2 2  

aمتحان با ا
π
Tي تناوب اصلي پس دوره.  خواهيم ديد كه جواب نيست4 | a |

π=   .شود مي2

  .ي تناوب اصلي توابع زير را تعيين كنيد دوره
1(y sin | ax |=  2(y cos | ax |=  3(y tan | ax |=  
4(y cot | ax |=  5(y | tan | ax ||=  

  .ي اين توابع را رسم كنيم ترين راه اين سؤال، اين است كه همه راحت

ها شكل    yشود، اما در دو طرف محور       جا تكرار مي    بينيد شكل همه      طور كه مي     همان 1
  .بنابراين اين تابع متناوب نيست. كند ت نمياز الگوي تكرارهاي بعدي يا قبلي تبعي
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cos چون داريم2 cos | |α = α، بنابراين cos | ax | cosax=.ي تناوب آن هم  پس دوره| a |
π2است .  

  .تابع متناوب نيست 3

  .تابع متناوب نيست 4

T است و داريم تابع متناوب5 | a |
π=.  

  .ي تناوب اصلي توابع زير را پيدا كنيد دوره
1(sin[x]  2(sin [x]π  3(sin[ x]π  

 1  f (x T) f (x) sin[x T] sin[x]+ = + =;  

sin([x]بايد عبارت سمت راست به صورت      T) sin[x]+ . اما چنين چيـزي ممكـن نيـست      .  باشد kπ2يا به هر حال   "ياπ4 يا π2 هم مساوي  T در بيايد و   =
Tزيرا اگر مثلاً = π2 ،گاه مقدار آن باشدTپس اين تابع متناوب نيست. توانسته از داخل براكت خارج شود  عدد صحيحي نبوده و نمي.  

2  f (x T) f (x) sin [x T] sin [x]+ = π + = π;  

  : داريم[∋Tپس با فرض.  بتواند از داخل براكت خارج شودTبايد
  sin ([x] T) sin [x] sin( [x] T) sin [x]π + = π π + π = π;  

Tπي تناوب اصلي بايد براي پيداكردن دوره = π2بنابراين .  باشدT = 2.  
3  sin[ x T] sin[ x]π + π = πf (x T) f (x) sin [ (x T)] sin[ x]+ = π + = π; ;  

Tπ به صورتTπ بايد، برقرار باشداگر بخواهيم تساوي بالا   .  اول است  ي  ز بحث مانند مسئله   يجا ن   در اين  = π2   امـا اگـر  . از براكت خـارج شـودTπ = π2 باشـد ، 
  .بنابراين اين تابع، متناوب نيست. توانسته از داخل براكت خارج شود  نيست و نميصحيحگاه مقداري  آن

cos[x]،cosهاي مثلثاتي ه روي نسبتبا انجام عمليات مشاب [x]π،tan [x]،tan [x]π،cot [x]وcot [x]πرسيم ي زير مي  به نتيجه:  
 صحيح ضريبي از    تواند متناوب باشد كه در پشت كل جزء          باشد، فقط وقتي مي    xصحيح  ي جزء در حالتي كه كمان داخل يك نسبت مثلثاتي دارا        

πضرب شده باشد .  
f  :در اين حالت داريم  (x) sin [x] , f (x) cos [x] T= π = π = 2;  

  f (x) tan [x] , f (x) cot [x] T= π = π =1;  
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فرمول هاي لازم و ضروري در مثلثات 

  
  sin x

cot x
=

+
2

2
1

1
  sin x cos x+ =2 2 1  

  sin x cos x sin x cos x+ = −4 4 2 21 2  cos x
tan x

=
+

2
2

1
1

  

  sin( ) sin cos cos sinα +β = α β + α β  sin x cos x sin x cos x+ = −6 6 2 21 3  

  tan tantan( ) tan tan
α + βα +β = − α β1  cos( ) cos cos sin sinα +β = α β − α β  

)هاي براي به دست آوردن نسبت )α −βها  است در همين فرمول  فقط كافيβرا تبديل به ( )−βكنيد .  

  cos x cos x sin x sin x cos x= − = − = −2 2 2 22 1 2 2 1  sin x sin xcosx=2 2  

  cos xtan x cos x
−= +

2 1 2
1 2  tan xtan x

tan x
=

− 2
22

1
  

  tan xsin x
tan x

=
+ 2
22

1
  tan xcos x

tan x
−=
+

2

2
12
1

  

  sin sin sin( )cos( )α +β α −βα + β = 2 2 2  a basin x bcos x a b sin(x tan )| a | a
−+ = + +2 2 1   

  cos cos sin( )sin( )α+β α −βα − β = −2 2 2  cos cos cos( )cos( )α +β α −βα + β = 2 2 2  

  cos cos (cos( ) cos( )α β = α +β + α −β1
2  sin cos (sin( ) sin( ))α β = α +β + α −β1

2  

  sin x cos x− − π+ =1 1
2  sin sin (cos( ) cos( ))α β = − α +β − α −β1

2  

    tan x cot x− − π+ =1 1
2  

  

زي با وجود مه غليظي كه زمين بازي را فرا گرفته           داور با .  مسكو انجام گرفت   يبين دو تيم آرسنال و دينامو      1945ترين بازي فوتبال سال     عجيب
 او يواشكي دوباره وارد بازي      ،اين مه غليظ باعث شد وقتي داور يكي از بازيكنان آرسنال را از زمين بازي اخراج كرد                . بود دستور به شروع بازي داد     

حتي .  شد با سوء استفاده از مه غليظ در زمين ماند ن خارج مي مسكو يك تعويض انجام داد اما بازيكني كه بايد از زمييكمي بعد تيم دينامو! شود
خواسـت    بان آرسنال كه مي     هاي بازي دروازه    در ميانه ! بازيكن در زمين داشتند   15بازيكن،11ها در اين ديدار به جاي        روس ،اي عقيده دارند    عده

 !طرفدار تيم داخل دروازه ايستاد يكي از تماشاچيان ،تير دروازه برخورد كرد و چون آرسنال ديگر دروازه باني براي تعويض نداشت به ،توپي را مهار كند
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