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معادلات خط و صفحهدومفصل

  
ذاريم روش    اس ما هم يه بخش مي       ي خط و صفحه     طور كه از اسمش معلومه، شامل دو بخش درباره          اين فصل همون  ! خوش اومدين  2سلام به فصل  

  ! بخش3ميشهكه با اين حساب 
جوري بايد خط رو توي دستگاه سـه   گيريم چه   كنيم؛ توي اين بخش ياد مي        بعدي صحبت مي   3ي خطوط در فضاي     توي بخش اول اين فصل درباره     

  .به شمار ميان 1هم بخشي نقطه تا خط از مباحث م چنين وضعيت نسبي دو خط و فاصله بعدي معرفي كنيم، هم
ي نقطـه تـا       جوري بايد معرفي كرد، يـا فاصـله         گيريم كه صفحه رو چه      توي اين بخش عناوين مشابهي داريم؛ مثلاً ياد مي        . ، صفحاته 2موضوع بخش 

 وضـعيت نـسبي   ، مطرح ميـشن 2ها هم توي بخش ط و صفحه هستن كه اون   البته يه سري مباحث اشتراكي بين خ      . جوري حساب ميشه    صفحه چه 
  .اين مباحثهترين  خط و صفحه از شاخص

جوري ميشه نقطه، خط و صـفحه رو          گيريم كه چه    تمرين و تست، ياد مي    تو اين بخش با طرح      . پردازيم  در بخش آخر فصل هم به تصوير و قرينه مي         
  . به هم قرينه يا روي هم تصوير كردنسبت

كنـيم، پـس قبـل از شـروع يـه             استفاده مـي  ) مثل ضرب داخلي و خارجي    (شده در فصل قبل       كه، توي اين فصل از مباحث مطرح        و آخرين نكته اين   
  .مروري روي روابط داشته باشين
  !همراهتان هستيم، همراهمان باشيد. كنم فصل خوبي رو براتون آرزو مي

  
  ...چه گذشت  آن 

 عـرض از    ديگـري دكارتي، خط دوتا ويژگي مهـم داره؛ يكـي شـيب و             مختصات  توي دستگاه   . شما از گذشته با خط در فضاي دوبعدي آشنا هستين         
y  :شه مقابل نوشته مي به صورت b عرض از مبدأ  وaي خطي با شيب   معادله. مبدأ ax b   

مـثلاً بـراي     .كـرديم   خط رو پيدا كرده و به هـم وصـل مـي            براي نمايش خط در دستگاه دكارتي، دو نقطه از        
yترسيم خـط   x 2 A، نقـاط  1 ( , ) 0 B و 1 ( , ) 1  رو تـوي دسـتگاه      قـرار دارن   كـه هـر دو روي خـط          3

  :جوري اين. كنيم ها رو به هم وصل مي كنيم و بعدش اون مختصات مشخص مي
yتوجه كنين كه خط    x 2 پس ميشه راستاي اون رو با يه بردار معرفي كرد كه البتـه طـول               .  راستا داره  1

  .گيم  خط ميبردار جهتيا  خط بردار هادي ،به اين بردار. ر واسمون مهم نيستاين بردا
ABمثلاً بردار نظير پيكان


u  :داريم. تونه يه كانديد واسه بردار هادي خط ما باشه  مي B A ( , )   1 2  

، گـرفتيم   در نظـر مـي     رو   D و Cي ديگـه از خـط مثـل         ، دو نقطـه   B و Aن كـه اگـه بـه جـاي        يتوجه كن ـ 
ABهاي  پيكان


CD و 


ABپس هر دو پيكان  . شدن   موازي مي  


CD و


تونن به عنوان بردار هادي خـط در    مي

  ).به شكل نگاه كنيد (.نظر گرفته بشن
كنين، تنها راستاي بردار هـادي اهميـت داره و حتـي جهـتش هـم        ميطور كه توي شكل هم مشاهده     همون

  ).ي تفاوت بين راستا و جهت، صحبت كرديم  دربارهفصل قبلتوي . (برامون مهم نيست

yxL  : ي خط ايجاد كنيم  بياين يه تغييري توي شكل معادله  . نگاه كنين Lي خط  حالا دوباره به معادله : y x x y        102 1 2 1 1 2  

  :نگاه كنين! زدين كردين اين حرف رو نمي ولي اگه يه كم دقت مي! دليل بود شايد پيش خودتون بگين كاري كه كرديم بي
  

  
  .كردن به معادله پيدا كرد  رو با نگاه خط به اين روش، ميشه بردار هادي و يه نقطه ازLطور كه ديدين، با معرفي خط همون

yxL  :  هم معرفي كردرو روبه به شكل د مثلاً  رو ميشLيعني خط .  يكتا نيست،توجه كنين كه اين روش معرفي  :   31
2 4  

Bي  ليه؛ فقط اين بار از نقطه     باين خط، همون خط ق     ( , ) 1 روش «بـه ايـن روش بـراي معرفـي خـط،             . استفاده كـرديم   براي معرفيش u2 و بردار  3
  .گفته ميشه »معادلات متقارن

yxL :   10
1 2
u ( , ) 1 2

A ( , ) 0 1
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 قرار  t كافيه طرفين معادلات متقارن رو برابر با پارامتر        ،براي استفاده از اين روش    .  خط وجود داره   اي هم براي معرفي     علاوه بر اين روش، روش ديگه     

x    :جوري اين. بديم tyx t (t )
y t
     

1
1 2 2 1

  

 توجه كنـين كـه بـه        .گيم  مي »معادلات پارامتري روش  «ل به اين روش      استفاده كرديم و به همين دلي      t از پارامتر  ،براي معرفي خط توي اين روش     
P  : معرفي كنيم رو روبهتونيم نقاط اين خط رو به صورت   پس مي،ده  ، معادلات پارامتري، يه نقطه از خط رو نشون مي   tازاي هر مقدار (t , t ) 2 1  

  !كنه شنا مي L روي خطPي  نقطه،tدادن گيم؛ چون با تغيير  ميL خطي شناور نقطه، Pي به نقطه

Lبراي خط : y x 2   :رد زير را به دست آوريدا مو2
  ي شناور نقطه) ج  معادلات پارامتري) ب  ي متقارن معادله) لفا

؛ پس كافيه طـرفين معادلـه رو   ن به صورت مخرج ظاهر بشy وxضرايب كاري كنيم كه يد با،ي متقارن  ي فعلي به معادله     براي تبديل معادله   الف

y    : تقسيم كنيم2بر yx xy x L :      1 12 2 2 1 1 2  

u:داشته باشيم ، يعنيهاي بردار هادي رعايت بشه لفهؤسيم كه ترتيب مينو  رو سمت چپ ميxتوجه كنين، واسه اين ( , ) 1 2  
  :ميشن بااين معادلات برابر  . قرار بديمtي متقارن رو برابر براي به دست آوردن معادلات پارامتري بايد كسرهاي معادله ب

    x t
L :

y t
 

 

1
2

  

P  :ي شناور اين خط هم از روي معادلات پارامتري به سادگي به دست مياد    نقطه ج (t , t) 1 2  
 

  بعدي معادلات خط در دستگاه مختصات سه 
بعدي بررسي كـرده و اون رو بـا           كتاب درسي توي اين بخش، خط رو توي فضاي سه         ! شيم  ي پر و پيمون وارد بحث اصلي مي         عد از اين مقدمه   ب! خب

  . معرفي كرده»معادلات متقارن« و »معادلات پارامتري«دو روش 

  معادلات پارامتري 
  .پردازيم بعدي مي توي تمرين زير به روش معادلات پارامتري براي معرفي خط در فضاي سه

Pي معلوم ي خطي شامل نقطه معادله (x ,y ,z )0 0 0 u و موازي با بردار ناصفر0 (p,q ,r)
را به دست آوريد .  

Pيم اگـه يـه نقطـه مثـل        طور كه توي مقدمه گفت      همون (x , y,z)   رو بـه P0      وصـل كنـيم، پيكـان P P0


 پـس ميـشه     ،ه ميـش   مـوازي  u بـا بـردار    
P:گفت P tu0

   
  :حالا داريم

  
 بسيار شبيه به اون چيزيه كه براي خط در دو بعد            اين معادلات .  خط به دست اومد    و به اين ترتيب معادلات پارامتري     

  : باميشه هم برابر Pي شناور مختصات نقطه. به دست آورده بوديم
    P (x pt , y qt , z rt) (t )    0 0 0   

  

  

  
Pي  شامل نقطهLخط (x ,y ,z )0 0 0 u و موازي با بردار ناصفر0 (p,q,r)

دهيم گونه نمايش مي  اين، را به روش پارامتري:  

  
x x pt

L : (t )y y qt
z z rt

 
  
  

0

0

0

  

x x pt
P P tu (x x ,y y ,z z ) t (p,q,r) (t )y y qt

z z rt

 
        
  

0

0 0 0 0 0

0
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Pي  شــامل نقطــه،يخطــ ( , , ) 2 3 ــا بــردار1 u و مــوازي ب ( , , ) 2 0 1دهيــد  را بــه روش پــارامتري معرفــي كــرده و نــشان 
Aي نقطه ( , , ) 4 3   .قرار دارد اين خط ي رو0

  :معادلاتاين از 

  
tحالا براي 1ي  نقطهA ( , , ) 4 3   . به دست مياد، پس اين نقطه روي خطمون قرار داره0

A كنيد كه شامل نقاطمتري طوري معرفيا را به روش پارLخط ( , , ) 0 3 B و2 ( , , ) 1 4   . باشد2
اما با دوتا نقطه هم     . جا دوتا نقطه داريم      رو داشته باشيم ولي اين      خط  از روش پارامتري استفاده كنيم بايد يه نقطه از خط و بردار هادي             كه  واسه اين 

ABكارمون راه ميفته چون پيكان


  :داريم.  خط در نظر بگيريمهاديتونيم به عنوان بردار   رو مي

    A ( , , )
x t

AB B A ( , , ) (t )y t
z


 

      
 

0 3 21 1 0 3
2


  

  : خواهيم داشت، براي معرفي خط استفاده كنيمBي مثلاً اگه از نقطه! توجه كنين اين بار هم معرفي خط به روش پارامتري، شكل يكتايي نداره

    B ( , , )
x t

AB ( , , ) (t )y t
z

 
  

     
 

1 4 2
1

1 1 0 4
2


  

tقرار بدين( هست Lكه اين در واقع همون خط t  1(.  

Lي شناور خط نقطه : (x t , y t , z t)    2 2 4 4   . را يافته و سه نقطه از خط را به دلخواه معرفي كنيد2
P  :ي شناور خطمون اين شكليه نقطه ( t , t , t)  2 2 4 4 2  

tديم حالا قرار مي 0،t 1و t  P تا به ترتيب نقاط2 ( , , )0 2 0 4،P ( , , )1 0 4 P و2 ( , , ) 2 2 8   . به دست بياد0
  
  
  

  

  
  

iخط گذرنده از مبدأ مختصات و موازي با بردار معادلات -1 j k 
  كدام است؟   

  1((x t , y t , z t )     2 1 2 1 2 1  2((x t , y t , z t)    
  3((x t , y t , z t )        3 3   . گزينه صحيح استهر سه) 4  3

A معادلات خط گذرا از نقاط-2 ( , , ) 3 0 B و2 ( , ,r) 1 x) به شكل2 t , y t , z t )     4 3 2    كدام است؟r. نمايش داده شده است2
  1(1  2(2  3(2  4(1  

A نقاط-3 ( , , ) 1 2 B و3 ( , , ) 2 0 Cي  با نقطه5 ( ,a ,b) aي عبارت مانده باقي. اند خط  هم2 bكدام است؟4 بر   
  صفر) 4  3)3  2)2  1)1  

   معادلات متقارن
  .گيم طور كه قبلاً هم اشاره كردم به اين روش، معادلات متقارن مي همون. رسيم به روش دوم براي معرفي خط مي
uبردار موازي توي روش پارامتري، معادلات خط (p,q , ) 0  ي گذرا از نقطهوP (x ,y ,z )0 0 0   .نمايش داديم ، رو به شكل زير0

    
x x pt
y y qt
z z rt

 
  
  

0

0

0

  

x t
(t )y

z t

 
 
  

2 2
3
1
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  : داريم، هر سه ناصفر باشنr وp،qحالا اگه
  
  
  
  

  .ها بهش اضافه شدهzي مربوط به دست آورديم و فقط جملهبه  بعد  دوبينيد اين دقيقاً همون چيزيه كه براي خط در طور كه مي همون

  
Pي خط شامل نقطه  (x ,y ,z )0 0 0 u و موازي با بردار0 (p,q,r)

گونـه نمـايش    به روش معـادلات متقـارن ايـن   هاي ناصفر را   با مؤلفه

x    :دهيم مي x y y z z
p q r
  

 0 0 0  

  :ذارم  ها رو مي  اول كسرها و مساوي   ، يه خط رو بنويسم متقارن خوام معادلات من هر موقع مي   

uمثلاً بردار  (كنم   بعد بردار هادي رو استاد مي ( , , ) 1 2 3 :(   1 2 3  

Pمثلاً ( P0ي  كنيم كه نقطه  كاري مي آخرش هم  ( , , ) 0 2 1 yx  . توش صدق كنه) 1 z  12 1
1 2 3  

Pي  خط شامل نقطه   ( , , ) 2 3 u و مـوازي بـا بـردار       1 ( , , ) 2 1 1 ا بـه روش معـادلات متقـارن معرفـي كـرده و نـشان دهيـد                  ر

Aي نقطه ( , , ) 4 4 yx  .  اين خط استي رو0 z x y z         


32 1 2 3 12 1 1 2  

Aاز طرفي ( , , ) 4 4   :هكن    در اين معادلات صدق مي0       4 2 4 3 1 0 1 1 12  

  .ه دار روي خط قرارAپس

A را به روش معادلات متقارن طوري معرفي كنيد كه شامل نقاطLخط ( , , ) 0 3 B و3 ( , , ) 1 4   . باشد2
  

    u AB ( , , )   1 1 1
  

  
  )؟!گيم معادلات دله ميدونين واسه چي به جاي معا راستي مي (.ارزن  با هم هم،همبالا دو معادلات 

yx به صورتLمعادلات متقارن خط z  21
2 3   .ارامتري اين خط را به دست آوريدمعادلات پ. است 4

  : قرار بديمtكافيه هر سه عبارت رو مساوي

  
  .ن نمايش يكتا نيستطور كه بارها هم اشاره كردم اي البته همون

  

yx معادلات خط-4 zL :   


1 1
2 2   ارز است؟  با چند مورد از معادلات خط زير هم1

yx )الف zA :   


1 1
4 4 yx )ب  2 zB :   


32 2

2 2 yxC )ج  1 : z   21 22 2  

  صفر) 4  3)3  2)2  1)1  
Aي  خط گذرنده از دو نقطه-5 ( , , ) 1 2 B و1 ( , , ) 2 1   )86سراسري (  گذرد؟   از كدام نقطه مي1

  1(( , , )5 0 3  2(( , , )5 0 2  3(( , , )4 0 3  4(( , , )4 0 2 

x xx x pt t p
x x y y z zy y t t ty y qt t p q rq

z zz z rt t r

    


            

 

   

0
0

0 0 00
0

0
0

A ( , , ) 0 3 3

B ( , , ) 1 4 2

yx z  
 

3 3
1 1 1

yx z  
 

41 2
1 1 1

x t
yx z t y t

z t

 
       

 

2 1
21 3 22 3 4

4

نوشتن معادلات 
 متقارن
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x با معادلاتLخط: مثلاً ممكنه بگه !ده  خط رو مثل آدم نميي  مهربون نيست و معادله، هميشه جناب طراحراستي y z  2 1   . مفروض است5
  . گفتيم متفاوته؛ پس بايد شكلش رو استاندارد كنيم»ت متقارنمعادلا«ي معادلات بالا با اون چيزي كه تحت عنوان  طور كه ديدن قيافه همون

  : تقسيم كنيم10 پس بايد طرفين اين معادلات رو بر،بودن  به صورت مخرج كسرz وx،yبينين كه توي معادلات متقارن، ضرايب اگه دقت كنين مي

    
yyx z x zx y z
        

1
2 1 5 22 1 5 10 10 10 10 5 2  

zx با معادلاتLخط y   3 1   . موازي باشدL را طوري بيابيد كه باuبردار. مفروض است 12

 . رو اسـتاندارد كنـيم  L پس كافيـه معـادلات خـط   ، توي معادلات متقارن هستنz وx،yهاي ، همون مخرجuهاي ؤلفهدونين م طور كه مي  همون

  : كنيم   مي3 بر رو تقسيمها عبارتبراي اين كار 
z

y yz x zx y x
           

13 1 1 223 1 12 3 3 3 3 3 6  

) برابرL ميشه فهميد كه بردار هادي خط،حالا از روي معادلات , , )3 3   . هست6
uتونيم بردار  مي پس مثلاً،، با خطمون هم موازيهu هر بردار موازي با ( , , )  1 1 2رو هم يه جواب در نظر بگيريم .  

  وضعيت نسبي دو خط در فضا 
تـا   داشته باشيم و معنـي سـه  ) 2(  كه وارد اين موضوع بشيم بهتره يه مرور كوتاه روي بخش فضايي هندسه     قبل از اين  

  .واژه رو يادآوري كنيم
 بـا   ،L و Lمـثلاً .  نقطه قطع كـنن    يه اگه همديگرو تو     ،گيم دوتا خط متقاطع هستن     مي.  هست »متقاطع«ي اول     واژه

A چون همديگرو توي؛معادلات زير متقاطع هستن ( , , ) 2 3   :كنن  قطع مي2
  
  .هها با هم موازي باش  اگه بردار جهت اون،دان گيم دوتا خط موازي مي.  هست»موازي«ي دوم،   ژهوا

u چون بردار جهت جفتشون؛ با معادلات زير موازي هستنL وLمثلاً ( , , ) 1 1 0هست :  

    L : z ,x y
L : z ,x y

 
   

0
3

  

  
  .ميفتن روي هم كاملاًي هست و تو اين حالت دو خط توجه كنين حالت منطبق در واقع زير حالت مواز

 تـوي   L و Lمـثلاً خطـوط   . اند و نـه متقـاطع        در اين حالت دو خط نه موازي       ؛ هست »متنافر«ي سوم،     و بالاخره واژه  
  . متنافر هستن با هممقابلشكل 

    L : z ,x y
L : z ,x y

  
   

3 1
0

  

  

  !جوري هستن؟ گن اين دو خط نسبت به هم چه دن و مي بلكه معادلات خطوط رو مي! دن ها به ما شكل نمي  سؤاليولي تو
  :كنيم  زير استفاده ميتميربراي تشخيص وضعيت نسبي دو خط از روي معادلات، از الگو

  

 ،ها رو بچكيم اگه موازي بـودن   هادي اونهاي بايد توازي برداربراي اين كار، اول بايد ببينيم كه دو خط موازي هستن يا نه؟    الگوريتمبا توجه به اين     
  .نيم رو دومي هست يا نهي كافيه يه نقطه از خط اول رو در نظر بگيريم و بب،كردن انطباق براي چك. ريم سراغ انطباق مي

L : x ,z
L : y ,z

 
   

2 2
3 2
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 در مثال بعدي با     .گيريم  ي شناور كمك مي      از نقطه  ،كردن تقاطع  اند يا نه؟ براي چك      كنيم متقاطع    موازي نبودن، چك مي    داده شده  اگه دو خط     حالا
چـون  ( كه نه موازي بودن و نه متقاطع         ميشه معلوم   ،ان ولي اگه نبودن     گيم متقاطع    حالا اگه متقاطع بودن كه مي      .شيم  ي اين استفاده آشنا مي      نحوه

  .ميشن پس متنافر ،!)قبلاً از تست توازي رد شده بودن

yxبه معادلات Lوضعيت نسبي خط z  1
2   .با هر يك از خطوط زير را بيابيد 3

yxL)الف : z  1
33

2 y)ب   3 zL : x    2
1 32 2 x)ج   4 zL : y  3

1 1
3 2   

  .شون موازيه اند؟ بله چرا كه بردارهاي هادي  آيا دو خط موازي:اولگام  الف
Aي نقطه. هست يا نه L1روي Lاند؟ كافيه بررسي كنيم كه يه نقطه از  آيا دو خط منطبق:دومگام  ( , , ) 1 0   :گيريم رو در نظر مي L متعلق به0

   . پس دو خط منطبق نبوده و موازي هستن 
? ? ? ? ?A L          1

1 3 0 3 0 1 1 02 3   

)اند؟ خير چون آيا دو خط موازي :اولگام  ب , , ) ||2 3 1 ( , , )1 2 4   
صـدق كـرد    tذاريم؛ اگه به ازاي يه مقـدار  مي L2رو توي خط L شناور خطي  كردن تقاطع، نقطه    اند؟ براي چك     آيا دو خط متقاطع    :دومگام  
  :حالا. خواهند بودصورت متنافر    در غير اين. ميشن خط متقاطعو دقرار داره پس L2، رويL يه نقطه ازيعني

    ( t) (t) t tP ( t , t , t) ( t ) t              3 1 3 3 1 32 1 3 2 1 2 2 12 4 2    Lي شناور نقطه 4

ttكه از اين   3 12 1 tگيريم  نتيجه مي.  2 1 حالاt 1  كنيم     ميگذاري  جايرو:   ? ? ? ?( ) ( )( )       3 1 1 1 32 1 1 1 1 12 4   

tي تقاطع هم به ازاي  نقطه.تقاطع هستنپس دو خط م 1 درP ( t , t , t) 2 1 Pداريم. به دست مياد 3 ( , , ) 3 3 1.  
)اند؟ خير چرا كه آيا دو خط موازي :اولگام  ج , , ) ||2 3 1 ( , , )3 1 2   

  :بذاريم L3رو توي Pاند؟ بايد  آيا دو خط متقاطع:دومگام 

    ( t ) (t) t tP ( t , t , t) ( t) t           2 1 1 1 2 2 12 1 3 3 33 2 3 2   

tكه از اين t 2 2 tگيريم   مي  نتيجه 33  2
?   : كنيم   ميگذاري جايحالا اين مقدار رو .  7 ? ? ? 

     
4 22 16 6 6 57 7

3 7 7 7 7 49   

  .رنپس دو خط متناف
  

L دو خط-6 : x y z   1 x و1 zL : y  2 Aي  در نقطه3 (a ,b,c)اند  متقاطع.a b c كدام است؟   
  1(6  2(3  3(5  4(4  

xL اگر دو خط-7 : y z   2و L : x y z     ي  در نقطهA ( , ,k) 1  عبارت، متقاطع باشند1 2كدام است؟   
  1(/3 4  2(/1 2  3(/1 4  4(1  

yx   نسبت به هم چه وضعيتي دارند؟ مقابل دو خط به معادلات -8 zd :   12 3
2 1 3  

  .اند منطبق) 2    .اند موازي) 1  
  .متنافرند) 4    .اند متقاطع) 3  

d : (x t , y t , z t )      2 4 2 3 6  

x) دو خط به معادلات -9 t , y t ,z t )     2 2 yx و1 z  


41
2 3   )82سراسري (   نسبت به هم كدام وضعيت را دارند؟،1

  منطبق) 4  موازي) 3  متقاطع) 2  متنافر) 1  

y خطوطa به ازاي كدام مقدار -10 a yx x zz ,      


23 1
1 2 2 1   )85سراسري (  اند؟ متقاطع 2

  1(5  2(3  3(3  4(5    

z اگر دو خط به معادلات-11 xL : x y , L : y za
    1 2

31   م است؟ كداaگاه متقاطع باشند، آن 2
  1(2  2(1  3(3  4(1 

 ي  رو در معادلهنقطه
L2 ذاريم مي 

 L3گذاري در جاي
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  خطوط خاص 
  ها صفر بودن چي؟ حالا اگه يك يا دو مورد از مؤلفه. هاي بردار هادي نبايد صفر باشه كدوم از مؤلفه توي شروط معادلات متقارن گفتيم هيچ

Aي  ن خط گذرا از نقطه    معادلات متقار «: مثلاً اگه گفتن   ( , , ) 1 2 u و موازي با بـردار     3 ( , , ) 3 1 0   ؟ يـا عبـارت زيـر رو        !ميـشه  بگـيم ن   » رو بنويـسيد

yx    :تحويلشون بديم z  21 3
3 1 0  

  !؟پس بالاخره چي كار كنيم! سا ه كه از لحاظ رياضي تعريف نشدبالاعبارت 
  :بشهنم بياين معادلات پارامتري رو بنويسيم، شايد چيزي دستگيرمون ك پيشنهاد مي

    (x x pt , y y qt , z z rt) (x t , y t , z )           0 0 0 1 3 2 3  

zي  نشده  پس ميشه به جاي عبارت تعريف      ، هست 3 هميشه برابر  zاز اين معادلات ميشه فهميد      3
zارت از عب  0  پـس معـادلات    .  استفاده كرد  3

yx  :د درميارو روبهمتقارن به فرم  , z  21 33 1  

توجـه كنـين بـراي      . هـست  پس خود خط هم بر اين محـور عمـود            ،)چرا؟(ها عموده   zبردار هادي اين خط بر محور     
  .)كنيم باره بيشتر صحبت مي جلوتر در اين (. باشن لازم نيست همديگرو قطع كننكه دو خط بر هم عمود اين

. كافيه دوتا نقطش رو به هم وصل كنيم و امتداد بديم،حالا اگه بخواييم اين خط رو رسم كنيم

  

Aجا از نقاط ما اين ( , , ) 1 2 B و3 ( , , ) 4 3   . استفاده كرديم3
  

A نقاطنده ازت خط گذرمعادلا ( , , ) 3 4 Bو 1 ( , , ) 2 4   .را بنويسيد 3
uبردار جهت اين خط برابر     ( , , ) 1 0 2 پس بايد از روش اخير براي معرفـي ايـن   ،ي دوم اين بردار صفر هست    بينين مؤلفه   طور كه مي    همون.  هست 

zx    :خط استفاده كنيم , y  


13 42  
  

Pي  مثلاً به ما گفتن معـادلات متقـارن خـط گـذرا از نقطـه              . ها، صفر باشن    كنيم كه دوتا از مؤلفه      حالا حالتي رو بررسي مي     ( , , ) 2 4  و مـوازي بـا      1
uبردار ( , , ) 0 0 1را بنويسيد .  

x)  :مگيري  اين بار هم از معادلات پارامتري كمك مي   x pt , y y qt , z z rt) (x , y , z t)          0 0 0 2 4 1  
 بـستگي نـداره و      y و x به مقـادير   zاز طرفي مقدار  .  هستن 4 و 2 هميشه به ترتيب   y و xبينين  طور كه مي    همون
تونه باشه و اصلاً لازم نيست تـوي           محدوديتي از نظر مقداري نداره و هر عددي مي         z،تونه باشه    هر عددي مي   tچون

x  : درميادرو  روبهخط به شكل پس شكل معادلات متقارن اين  . معادلات متقارن بنويسيمش  , y 2 4  
u)ها موازيه z با محور  uن كه چون  يتوجه كن  k)

پـس بـراي    . پس خود خطمون هم با اين محـور مـوازي هـست            ؛
)ي رسمش كافيه از نقطه , , )2 4   .ها رسم كنيمz موازي محور0

Aي معادلات خط گذرا از دو نقطه ( , , ) 1 2 B و5 ( , , ) 1 4   . را به دست آورده و آن را رسم كنيد5
uبردار جهت خط ( , , ) 0 2 0مقادير پس كافيه ،اش صفره  هست و دوتا مؤلفهxو zرو مشخص كنيم :  

    x , z 1 5  
  :اين هم از شكل

  
  

  :دو دسته خط خاص داريم. مورد بررسي قرار بديمايم كه خطوط خاص رو   آماده،ي معرفي خطوط با بردار هادي صفردار آشنا شديم حالا كه با نحوه

  Oz وOx،Oy خطوط موازي محورهاي)الف 
  .ي اول خطوط خاص رو تشكيل ميدن  دسته،اين خطوط

  Ox خطوط موازي محور)1
y)ي اين خطوط به شكل      معادله b , z c)  از ها ضريبي    و بردار هادي اون     بوده i ( , , ) 1 0 0


براي مثـال    . هست 

y) خط،توي شكل , z ) 3   .بينين  رو مي2



 

 76
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  Oy موازي محورخطوط )2
x)ي اين خطوط به شكل      لهمعاد a , z c)    از ها ضريبي   و بردار هادي اون   بوده j ( , , ) 0 1 0


بـراي مثـال تـوي      .  هست 

x) خط،شكل , z ) 1   .نمايش داده شده 3

   Oz خطوط موازي محور)3
x)ي اين خطوط به شكل      معادله a , y b)  از ها ضريبي    و بردار هادي اون     بوده k ( , , ) 0 0 1


براي مثـال تـوي     .  هست 

x)شكل خط , y ) 1     . بينين  رو مي3
  

  

  yOz ياxOz وxOyات خطوط موازي صفح)ب 
  .ي دوم خطوط خاص رو تشكيل ميدن  دسته،اين خطوط

  xOyي  خطوط موازي صفحه)1
zي اين خطوط به شكل      معادله k،x x y y

a b
 

0 uها به شـكل     و بردار هادي اون   بوده   0 (a ,b, ) 0  بـراي  .  هـست

x) خط،مثال توي شكل y , z )    .بينين  رو مي3

  xOzي صفحه موازي خطوط )2
xي اين خطوط به شكل      معادله x z z , y ka c

 
 0 uبه شكل ر هادي اون    او برد بوده   0 (a , ,c) 0 براي مثـال    . هست

x) خط،توي شكل z , y ) 0 نمايش داده شده.  

  yOzي صفحه موازي خطوط )3
yي اين خطوط به شكل      معادله y z z , x kb c

 
 0 u و بردار هادي اون به شكل       بوده 0 ( ,b,c) 0 براي مثـال   .  هست

)y خط،توي شكل z , x ) 02بينين  رو مي.  

  ؟!كم و كسري كه ندارين! اين هم از جدول

  شكل  معادله  بردار هادي  وضعيت

Ox  xn i
  xL : y y , z z 0 0  

Oy  yn j
  yL : x x , z z 0 0  

حور
ا م

ي ب
واز

م
  Oz  zn k

  zL : x x , y y 0 0  
  

xOy  xyn (a ,b, ) 0  
xy

x x y yL : , z za b
 

 0 0
0 

xOz  xzn (a , ,c) 0  xz
x x z zL : , y ya c
 

 0 0
0  

حه
صف

 با 
زي

موا
  yOz  yzn ( ,b,c) 0  

yz
y y z zL : , x xb c
 

 0 0
0  

 

   عمود است؟xOyي  بر صفحه،يك از خطوط زير  كدام-12
  1(x  2،z  3  2(x 1،y  4  3(y 1،z  2  4(x y،z  2  

  
Lي آن   ي سـه ضـلع قاعـده        معادله. القاعده است    مبدأ مختصات، رأس يك هرم مثلث      -13 : ( x y , z )  1 2 2 0،L : (x z , y )  2 1  و  0

L : ( z y , x )  3 2 2   )87سراسري (   است، حجم آن چند واحد مكعب است؟0
  1(1

3  2(2
3  3(1  4(4

3 
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  ها فاصله 
  .ي دو خط لهي نقطه تا خط و فاص فاصله. كنيم در اين قسمت دو چيز رو بررسي مي

  ي نقطه تا خط فاصله 
  .ي يه نقطه از خط رو حساب كنيم خوايم فاصله  مي،ي اون بعدي و معادله بعد از آشنايي با خط در فضاي سه

|برابر Lتا خط  Pي  مطابق شكل فاصله   PH |


PPي  الزاويـه   مساحت مثلث قـائم   . رو به دلخواه در نظر گرفتيم      Lروي P0ي  نقطه. هست  H0    رو از دو
  :كنيم روش حساب مي

 
  

Pچنين  هم. هاي بالا برابرن  رتعبا H u0
  همون بردار هاديL  پس. هست:  | P P u |S S | PH | | u | | P P u | | PH | | u |


      0

0
1 1
2 2

        

  
|  :آيد   به دست ميمقابلي   از رابطه،uازي با بردار   و موP0ي   شامل نقطهL از خط Pي  ي نقطه  فاصله P P u |d | u |


 0
 
  

Pهاي  نقطهي فاصله ( , , )1 1 2 Pو 1 ( , , )2 3 2 xرا از خط 0 zL : y  1 6
2   . بيابيد 3

uبردار هادي خط برابر ( , , ) 2 1 3 ي  هست و نقطهP ( , , )  0 1 0 :  : حالا.روي خط قرار داره 6 P P ( , , )0 1 2 2 7


  L  1تا P1ي فاصله 

    | P P u | | ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) |
| u | | ( , , ) | | ( , , ) |
       0 1 2 2 7 2 1 3 1 8 2 69 69

2 1 3 2 1 3 1414

 
 فاصله    

    : P P ( , , )0 2 4 2 6


  L  2تا P2ي فاصله 

    | P P u | | ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) |
| u | | ( , , ) | | ( , , ) |
     0 2 4 2 6 2 1 3 0 0 0 0 02 1 3 2 1 3 14

 
 فاصله   

  .قرار داشت Lروي P2صفر شد چون Lتا P2طور كه ديدين فاصله همون
  

Aي ي نقطه  فاصله- 14 ( , , ) 1 2 xي  از خط به معادله0 y z 87خارج از كشور(  ، كدام است؟(  
  1(1  2(2  3(3  4(3  

)ي ي مبدأ مختصات از خط گذرنده از دو نقطه   فاصله-15 , , )3 5 ) و2 , , )1 4   )89خارج از كشور (   كدام است؟0
  1(10  2(13  3(14  4(15  

Aي ي نقطه  اگر فاصله-16 ( , , ) 1 2 x) از خط3 a ,y )    )82آزاد (   كدام است؟a، باشد5 برابر6
  1(6  2(3  3(2  4 (صفر  

A نقاط-17 ( , , ) 0 1 2،B ( , , ) 1 0 C و1 ( , , ) 3 2   قدر است؟ چه ،ABC از مثلثAHطول ارتفاع. اند  مفروض1

  1(4 6
3  2(2 6

3  3(3 6
2  4(3 6

4 

  ي دو خط فاصله 
 بـين دو خـط   ،ترين فاصـله  ي دو خط، كوتاه توجه كنين منظور از فاصله. رسه  ميي دو خط از هم ي نقطه از خط نوبت به فاصله    بعد از بررسي فاصله   

  .هست
  .ها بستگي داره ي بين دو خط به وضعيت نسبي اون فاصله

  .دو خط منطبق باشند )1
  !ي دو خط برابر صفره اصلهكاملاً واضحه كه تو اين حالت ف!  تابلوترين حالت موجود در عالم هستيه،اين حالت بعد از سه حالت جامد، مايع و گاز

S | PH | | P H |

S | P P P H |

   

  


0

0 0

1 1
2 2
1
2

 

 
1   ارتفاع  قاعده

 2
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  . دو خط متقاطع باشند)2
)اين حالت هم دست كمي از حالت       ي دو خـط برابـر صـفر هـست و چـون گفتـيم            ي تقاطع، فاصله     در نقطه  ! نداره 1(

  . صفره،ي دو خط  فاصلهاين حالت هم پس در ،خطهي دو  ترين فاصله  كوتاه،ي دو خط منظور از فاصله
  

  موازي باشند دو خط )3
ها   م از خط  وي دلخواه از يه كد      ي دو خط موازي، يه نقطه       ي فاصله   براي محاسبه . تو اين حالت ديگه فاصله صفر نيست      

  .ي دو خط هست ريم اين مقدار برابر با فاصلهآ ي اون نقطه رو از خط دوم به دست مي كنيم و فاصله انتخاب مي
  .كنيم  رو حل ميسي در كتابايه  يكي از تمرينتمرينبه عنوان 

yي دو خط موازي  فاصله yx z x zL : , L :      
   

1 21 2 3
2 1 2 2 1   . را پيدا كنيد2

Pي  نقطه ( , , ) 1 1 Pاي مثـل    ين كار بايد نقطه   براي ا  . رو به دست مياريم    L تا Pي    كنيم و فاصله     اختيار مي  L رو از  2 ( , , )0 0 2  L رو از خـط    3

)    :داريم. در نظر بگيريم , , ) ( , , )| P P u | | ( , , ) |d | u | | ( , , ) |
    

   
 

0 1 3 1 2 1 2 5 0 5 5 2
2 1 2 3 3

 
  

  

yxي دو خط به معادلات  فاصله- 18 zD :   


11
1 1 yx و2 zD :   


1

2 2   )89سراسري رياضي (   كدام است؟،4

  1(2  2(3  3(2  4(3  

Lي دو خط موازي  فاصله-19 : (x y , z )  1 L و1 : (x y , z )   3   )82آزاد (  قدر است؟  چه،3
  1(2  2(2  3(2 2  4(6  

  . دو خط متنافر باشند)4
و راه ديگـه رو     جـا     ها رو ايـن     راه داره كه يكي از راه      2ي بين دو خط متنافر      ي فاصله   محاسبه! م دردسر داره  ك   حالت قبلي، يك   و برخلاف د  اين حالت 

)از هندسه. بينيم توي بخش بعد مي   . بين دو خط متنافر، بر هر دو خط عموده واصلخط ترين پاره دونيم كه كوتاه مي 2(
  .كنيم جا از اين ويژگي استفاده مي در اين

|ي  ناميم فاصله   مي P2و P1رو به ترتيب   L2و L1 خطوط نقاط شناور  P P |1 2


 L1  بين نقـاط دو خـط      ي  در واقع فاصله   

Pميشه كه minهست و وقتي L2و P1 2


  : داشته باشيميعني. بر هر دو خط عمود باشد 

    P P .u

P P .u

 




1 2 1

1 2 2

0
0

 
      

 tبا بـه دسـت آوردن      .ميشه tو t يه دستگاه دو معادله دو مجهول برحسب       بناميم، دستگاه بالا   tو tرو به ترتيب   P2و P1ط شناور ااگر پارامتر نق  

|ي  لهفاص. به دست مياد   P2و P1، مختصات نقاط  tو P P |1 2


 دو  عمود مشترك  خط ،P2و P1چنين خط گذرنده از      دو خط متنافر و هم     ي  برابر فاصله  
  .خط متنافر هست

y  . عمود مشترك خطوط مقابل را به دست آوريدي معادلهفاصله و  x zL : x z , L : y    1 12 2 2  

  . پس ديگه لازم نيست وضعيت نسبي دو خط رو بررسي كنيم، خودش گفته دو خط متنافرن،تمرين
  : رو تشكيل بديمP وPطبق روشي كه گفتيم اول بايد نقاط شناور

    PP ( t t , t t , t t)        2 1 2 1 2

 P (t , t , t) , P ( t , t , t )       2 2 1 1 2  

  :رسه  مجهول ميدو معادله  دووبت به تشكيلحالا ن

    PP u ( t t ) (t t ) ( t t)
t , t

( t t ) (t t ) ( t t)PP u

                                 

0 1 2 1 2 2 1 1 2 0 5 2
6 32 2 1 1 2 1 2 2 00
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PP، پيكانt وtحالا با داشتن


PPاز طرفي طول.  به دست مياد


  :پس. ي بين دو خط هست  برابر فاصله

    PP ( t t , t t , t t) PP ( , , ) d | PP |               1 1 22 1 2 1 2 02 2 2
  

  

P  :داريم tو tاز طرف ديگه با توجه مقادير ( , , ) P ( , , )       5 5 5 1 5 4
6 3 6 3 3 3   

  :اين نقاط روي عمود مشترك دو خط قرار دارن بنابراين معادله عمود مشترك برابر ميشه با   
z

x , y


   


4
1 53
3 1 3   

xي بين دو خط متنافر  فاصله- 20 zL : y   1 12 L و3 : x y z  قدر است؟  چه    

  1(6  2(6
2  3(6

3  4(6
6  

d عمودمشترك دو خط-21 : (x , y ) 1 2 d و3 : (x y , z )   2 4   )87آزاد رياضي (  گذرد؟    از كدام نقطه مي1
  1(( , , )1 2 3  2(( , , )2 2 1  3(( , , )1 2 1  4(( , , )2 1 1  

! فنگ نـداره  و  ديگه اين همه دنگ،گيم كه اون روش      خط متنافر رو تو فصل بعد مي       ي دو   طور كه گفتم روش اصلي براي پيداكردن فاصله         البته همون 
  !)شرمنده (.نداره اي وجود ي عمودمشترك براي خطوط غير خاص، روش ديگه ولي واسه پيداكردن معادله

  ي بين دو خط متقاطع زاويه 
  !ي كمي تا قسمتي مهم داره تا نكته  سهولي! ر و پيمون نيست قبل پاين قسمت مثل قسمت. رسه ميها  ها، نوبت به زاويه بعد از بررسي فاصله

  .هست زاويه اونو مكمل ي بين بردار هادي دو خط   برابر با زاويهL وLي دو خط  زاويه

a.bcos    :يادآوري
| a | | b |

  

 ي بين بردارهاي زاويهaو b  

  .1سازن كه البته اين زوايا مكمل همديگه هستن برخلاف بردارها، دو خط در فضا با هم دو زاويه مي 
u1 رو به ترتيبL و بردار هادي خطu روLمطابق شكل، اگه بردار هادي خط

و u2
زواياي، در نظر بگيريم و به دست ميان كه داريم :  

      180  
  !، لازم نيست حتماً همديگر رو قطع كننكه دو خط با هم زاويه بسازن براي اين 

  .كه همديگر رو قطع كنن  بر هم عمودن بدون اينL وL يه مكعب باشه، خطوطمقابلمثلاً اگه شكل 
ه همين هر وقـت     واس! پس اگه تو تست گفت كه دوتا خط بر هم عمودن، نميشه نتيجه گرفت كه متقاطع هم هستن                 

  . استفاده كرده»عمود متقاطع«تو كنكور مدنظر طراح حالت دوم بوده، از عبارت 
  

x  : كنيدسازد را محاسبه   با سه محور مي،مقابلاي كه خط مبدأ گذر  زاويه zy 2 3  

uu  :سه محور به دست بياريم بايد زواياي بين بردار هادي خط و با 1ي  طبق نكته ( , , ) e u ( , , )| u |   1 2 1 32 1 3
14 14 14

   

ae    :از طرفي داشتيم (cos( ),cos( ),cos( ))   
  

cos    :پس ( ) , cos ( ) , cos ( )       1 1 12 1 3
14 14 14

  

  .ي بين دو خط معرفي كرد طور كه اشاره كردم، مكمل هر كدوم از اين زوايا رو هم ميشه به عنوان زاويه البته همون

  معادلات اين خط كدام است؟.  استدرجه 45 برابر، با دو محورLذري خط مبدأ گ زاويه -22
  1(x y z   2(z , x y 0  3(y , x z 0  4(x , y z 0  

)yx بين دو خط متقاطعي هترين زاوي  كسينوس كوچك-23 , z )  3 23 x  و4 z( y )   1 12   قدر است؟  چه2

  1(1
3  2(2

3  3(2 2
3  4(5

3  

                                                 
 .گيريم ها در نظر مي ي بين اون وان زاويهي بين دو خط رو به عن ي حاده معمولاً زاويه -1
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A L k
,

A L k

               
         

1 11 1 12 2 4 41 1 0

 
 

 

 
uموازي با بردار ،Lگفتيم كه معادلات پارامتري خط »4«ي  گزينه -1 (a ,b,c)

 ي و گذرا از نقطهA (x ,y ,z ) 0 0  :زيرهبه شكل  0
  L : (x at x , y bt y , z ct z ) (t )      0 0 0  

u:حالا توي اين تست داريم ( , , ) 1 1 1 وA ( , , ) 0 0 L :پس ،0 : (x t , y t , z t)   
tپس اگه با يه تغيير متغيـر سـاده تـوي معـادلات فـوق قـرار بـدين       . ظاهري يكتا نيست نظري خط، از  گفتيم كه معادله! اما عجله نكنين t 2 1 
L  :خواهيم داشت : (x t , y t , z t )       2 1 2 1 2 1 

tهست و به طريق مشابه با قراردادن 1 عادلات كه م t    ! 4 پس جواب ميشه . هم به دست مياد 3 ي خط،  در معادلات اوليه 3

ABموازي با پيكـان  Lنتيجه گرفت كه بردار هادي خط، ميشه Lروي خط Bو Aبا قرارداشتن نقاط »1«ي  گزينه -2 ( , , r )  4 2 2


 
uبرابر با ،Lاز طرفي بردار هادي خط. هست ( , , ) 4 2 1 پس ،هستش: u AB ( , , ) ( , , r ) r     4 2 1 4 2 2 1

   

روش حل جديد اينه كه ميـايم  ! رو نداريم داين قص الانكرديم ولي  طي رو قبلاً به كمك بردارها حل ميخ هاي هم مسئله »1«ي  گزينه -3
 !ذاريم تو معادله رو مي Cي  كنيم و بعد نقطه رو پيدا مي Bو Aي خط گذرا از نقاط معادله

L :برابر است با Bو Aي خط گذرا از نقاط ادلهمع : (x t , y t , z t ) (t )       1 2 2 2 3  
 :داريم. دق كنهتو اين معادلات ص Cي چي باشن تا نقطه bو aحالا بايد ديد كه

 
)به شكل Cي پس نقطه , , )2 0 aهست و داريم 5 b   .ستا 1برابر 4بر 5ي مونده و باقي 5

مشـترك داشـته    ي هاشون موازي باشه و در ضمن يه نقطـه  ارز باشن، كافيه بردار هادي ي خط هم كه دوتا معادله اين براي »2«ي  گزينه -4
u: داريم .ا كرددرو پي Lولي قبلش بايد بردار هادي خط. رو بررسي كرد ها گزارهبا اين حرف ميشه . باشن ( , , ) 2 2 1 
)ار هادي اين خط برابربرد الف , , )4 4   .موازيه uهست كه با بردار 2
)ي نقطه , , )0 1  .ارزه هم Lبا Aخط ،پس در كل. هصادق Aقرار داره و در ضمن توي معادلات خط Lروي خط 1
 .موازيه uهم با Bبردار هادي خط ب
)ي نقطه , , )0 1  .ارزه هم Lهم با خط Bخط ،كل مشتركه، پس در Lو Bبين دو خط 1

yx !)زاده غير آدمي z2عبارت(كنيم  در اولين گام، شكل خط رو مثل آدم مي ج zC :   


21 2
2 2 1 

)بردار هادي اين خط برابر , , )2 2  .موازيه uكه بابوده  1
)ي نقطه , , )0 1 تونسـتيم بـه جـاي     توجه كنين كه مي .ارز نيستن پس اين دو خط هم ،كنه صدق نمي Cقرار داره ولي توي معادلات خط Lروي 1
 .نقطه، دوتا نقطه رو چك كنيم كردن بردار هادي و يه چك

yx :ستا رو روبهبه شكل  Bو Aي خط گذرا از نقاط معادله »1«ي  گزينه -5 zL :   
 

21 1
3 1 2 

 .كنه معادلات فوق صدق مي يتو 1و فقط 

L: tمعادلات ذاريم توي رو مي Lي شناور نقطه »1«ي  گزينه -6 tP (t , t , t ) t t P ( , , )          11 1 1 2 2 1 32 3 

Aي تقاطع به شكل پس مختصات نقطه ( , , ) 2 1 هست و 3  2 1 3 6. 

)ي نقطه »1«ي  گزينه -7 , ,k)1  :كنه ها صدق مي پس توي معادلات اونروي هر دو خط قرار داره،  1
 

3برابر 2پس حاصل
 .هست 4

a
b
    

    

2 1 2 0
2 1 3 5

t t
C L a t

b t

   
       

2 1 1
2 2

2 3
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 .كنيم استفاده مي ،هايي كه گفتيم از گام »2«ي  گزينه -8
 .شون موازيه بله چون بردارهاي هادياند؟  آيا دو خط موازي :گام اول
Aي نقطه! بله اند؟ آيا دو خط منطبق :گام دوم ( , , ) 2 1  .روي هر دو خط قرار داره 3

 .هستن پس دو خط منطبق

 .كنيم هامون استفاده مي از گام »2«ي  گزينه -9
 .ها موازي نيست چون بردارهاي هادي اون! اند؟ خير آيا دو خط موازي :گام اول
 اند؟ آيا دو خط متقاطع :گام دوم

t) :كنيم ي شناور خط اول استفاده مي سؤال از نقطهدادن به اين  براي پاسخ )t tP (t , t , t )          


2 41 2 12 2 1 2 3 1 

 :هي مستقل زير معادلات فوق در واقع شامل دو معادله

)ي در نقطهدو خط    , , )1 1 t.هستن متقاطع 1   1  اشتراك 
t t t

t t t

     
       



1 2 12 3
1 2 1 12 1

 

Pي كه دو خط توي نقطه براي اين »1«ي  گزينه -10 (x ,y,z) كافي نيست ،توجه كنين اين شرط( :بايد داشته باشيم ،متقاطع باشن.( 

  
x z x z

x , z
x z x z

     
        



3
31 1 2

1 1
2 2

 

 :كنيم مي گذاري جايحالا مقادير به دست اومده رو توي معادلات 

 
 .شد استفاده كرد مي ي شناور هم از روش نقطه

 .كنيم ، حل ميروشاين تست رو با دو  »4«ي  گزينه -11
P :كنيم رو پيدا مي L1ي شناور خط نقطه :روش اول (t , t , t) 1 2 

yx :قرار بگيره L2تونه روي خط مي Pحالا بايد ببينيم در چه صورت، z t t ta a
      3 3 1 21 1

 
 

t:داريم از  1 .كنيم حالا معادلات رو بازنويسي مي: tt t t aa a
          13 21 2 2 2 1 

Pمثل  اگر قرار باشه دو خط تو يه نقطه :روش دوم (x ,y,z)متقاطع بشن، بايد داشته باشيم ،: 
 
 

 :بالا، مستلزم وجود جواب براي دو معادله دو مجهول مقابله »دستگاه«وجود جواب براي 

 

 :كنيم حالا معادلات دو خط رو بازنويسي مي
L : x x

L : aaxL : a

              


1
2

2

22 1 1 1 32 2 2 1
3 2 2

 

 !رپ 4 پس ! نيست 4 هست و فرمش شبيه به ) الف(خطي كه به صفحات عمود باشه از نوع  »2«ي  گزينه -12
)از طرفي بردار هادي اين خط بايد به شكل , ,k)0  .هست 2ي مطلوب،  پس تنها گزينه ،باشد 0

 رو هستيم، با سه خط خاص روبه .كنه كردن خطوط توي تست، خيلي كار رو راحت مي رسم »1«ي  گزينه -13
A نقاط ( , , ) 1 0 0،B ( , , ) 0 2 Cو 0 ( , , ) 0 0  :نقاط تقاطع هستن با توجه به تعامد محورها، داريم 1

 OABC
O A B

V S | OC | | OA | | OB | | OC |       1 1 1 1 11 2 13 3 2 6 3
   

 

zx y

x y za

   
   


1 2
3

zy
y z

y z

     
 

1 2 2

y

y yx z y

y a y ax az a

                           
 

1

2 21 1 1 12 1 2 1
3 12 2 2 2 51 2 2 2
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Oي نقطه .كنيم استفاده مي  از رابطه »2«ي  گزينه -14 ( , , ) 0 0 | :كنيم انتخاب مي خطي دلخواه از  رو به عنوان نقطه 0 OA u |d | u |


 
 

OA  :از طرفي داريم u ( , , ) ( , , ) ( , , ) | OA u |        1 2 0 1 1 1 2 1 1 6
   

d  :پس  6 2
3

 

Aي ي نقطه فاصله: تست ( , , ) 2 3 xاز خط 5 y z  1 89آزاد رياضي ( قدر است؟ چه( 

  1(42
3 2(306

3 3(40
3 4(178

3 

Aي نقطه :روش اول »2«ي  گزينه -15 ( , , ) 1 4 ABاي از خط و بردار  ، نقطه 0


 :، بردار هادي خطه 

 u AB B A ( , , ) ( , , ) ( , , )       3 5 2 1 4 0 2 1 2
  

| :كنيم حالا از فرمول استفاده مي ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) || OA u |d | u | | ( , , ) | | ( , , ) |
       

 
1 4 0 2 1 2 8 2 7 117 132 1 2 2 1 2 3

 
  

 :به شكل نگاه كنين :روش دوم
O A B

S | OH | | AB | | OA OB |   1 1
2 2
   

 

  | ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) || OA OB || OH | | ( , , ) || AB |
       


3 5 2 1 4 0 8 2 7 3 13 132 1 2 3 3

 
 

 .كنيم اين تست رو با دو روش حل مي »3«ي  گزينه -16
Bي نقطه :ولروش ا (a , , ) 6 )روي خط مذكور قرار داره و بردار هادي اين خط هم برابر با 3 , , )0 0  .هست 1

| :كنيم استفاده مي  حالا از رابطه (a , , ) ( , , ) || AB u |d | ( , a , ) || u |
     1 4 0 0 0 1 4 1 0 51

 
 

)دونن كه رسوندن هم نيست، همه مي 2لازم به توان )  2 2 24 3 a :پس داريم ،5 a
a a

    
     

1 3 2
1 3 4

 

aكه فقط  2 هاست توي گزينه. 
 :به شكل نگاه كنين :روش دوم

yهمون خط Lخط  xو 6 a ي هست و نقطهA خط طول پاره .هم مشخص شدهd   ي همـون فاصـله 
A تا خطL هست. 

Pي تا نقطه Aي ي نقطه تا خط برابر فاصله ي نقطه  پس فاصله (a , , ) 6  .ميشه 3

dيا4  :داريم (a ) a       2 2 21 4 0 5 2 

 .هست Bو Cاز نقاط ندهتا خط گذر Aي ي نقطه برابر فاصله AHطول :روش اول »1«ي  گزينه -17

yx :ي اين خط برابر است با معادله zL : L : x y z       1 1 1 12 2 2 

)ي نقطه , , )1 0 )متعلق به خط و بردار 1 , , )1 1  :نويسيم حالا مي .بردار هادي خط هست 1

  | ( , , ) |  4 4 0 4 2 4 6
33 3

 | ( , , ) ( , , ) || AB u |d | u |
   1 1 3 1 1 1

3

 
 

  :روش دوم
ABC

| ( , , ) ( , , ) || AB AC |S | AH | | BC | | AB AC | | AH |
| BC |

        1 1 3 3 3 11 1
2 2 2 3

     
  

|  :پس ( , , ) || AH |   8 8 0 8 2 4 6
32 3 2 3


  

 .به دست بياريم Dرو تا خط Dي يه نقطه از خط پس كافيه فاصله ،اولاً دو خط موازين »2«ي  گزينه -18

Aي نقطه ( , , ) 1 1 Bي از طرفي نقطه. قرار داره Dروي خط 0 ( , , ) 0 0 uو بردار 1 ( , , )  1 1 2


 Dاي دلخواه و بردار هـادي خـط   به ترتيب نقطه

|  :داريم .هستن ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) || AB u |d
| u |

       


1 1 1 1 1 2 3 3 0 3 2 3
6 6 6
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ولـي توضـيحش يـه خـورده سـخته فلـذا       ! هست 6ها ي اون گم فاصله و بدون محاسبه مي ها كردن به معادله من با نگاه »4«ي  گزينه -19
 !شيم خيال مي بي

LA !جوييم از راه روتين بهره مي ( , , ) L , A ( , , ) L , u ( , , )      1 0 1 3 0 3 1 1 0 

L  :داريم
L

| AA u | | ( , , ) ( , , ) | | ( , , ) |d | u |




      2 0 2 1 1 0 2 2 2 6
2 2

 
 

P :نويسيم ي شناور دو خط رو مي نقطه »2«ي  گزينه -20 ( t , t , t) , P (t , t , t ) PP (t t , t t , t t)                2 1 1 3 2 1 1 3


 

PPاز طرفي بايد داشته باشيم u  0
  وPP u  0

 
 )u وu بردار هادي خطوط هستن.( 

 
t tPP u tt t t P ( , , ),P ( , , )

t t t tPP u t

                       
            

2 10 6 14 1 2 1 3 32 1 1 1 0 2 23 6 0 20 1

 
  

| :رو حساب كنيم Pو Pي نقاط حالا بايد فاصله PP |     1 1 3 61 4 4 22


 

 :كه از نقاط شناور استفاده كنيم اي نداريم جز اين فعلاً چاره »3«ي  گزينه -21

  P ( , , t) , P (t , t , ) P P : (t , t , t)           1 2 1 22 3 4 1 2 1 1


 
u1(تا معادله رو تشكيل بديم 2حالا بايد

 وu2
 به ترتيب بردارهاي هادي خطوطd1 وd2(. 

  
t t P ( , , )P P u

t t t P ( , , )P P u

                          

11 2 1

21 2 2

1 0 1 2 3 10
3 3 52 1 0 10 2 2 2

 
  

x :ستا رو روبهپس معادلاتش به شكل  ،گذره مي P2و P1از طرفي خط عمودمشترك از نقاط y , z    2 3 1 
 .كنه صدق مي 3كه فقط  ،حالا بايد ببينيم كدوم گزينه روي خط قرار داره

 :برابر ميشه با uهادي بسازه، بردار و ،زواياي ي مختصات، با محورهاuبا بردار هادي Lاگه خط »2«ي  گزينه -22
  ue (cos ,cos ,cos )   

 

u|e  :حالا توي مسئله داريم |
u ue ( , ,cos ) cos e ( , , )          12 2 2 20 02 2 2 2 2

  

uپس بردار ،تونه به عنوان بردار هادي در نظر گرفته بشه مي ueاز طرفي هر مضربي از بردار ( , , ) 1 1 0 هست براي بردار هادي كانديد مناسبي. 
 .اين ويژگي رو داره 2شيم كه فقط  ها متوجه مي با بررسي گزينه

 .ترين باشه كوچك ،يم، با اين نكته كه بايد مواظب بود كه اين زاويهكن ي بين بردارهاي هادي رو پيدا مي كسينوس زاويه »2«ي  گزينه -23

  u u ( , , ) ( , , )cos | u | | u |
     

 
1 2
1 2

2 1 2 3 4 0 10 2
3 5 3 5 3

 
  

cos( ) 0، پس   .ممكنه ي ترين زاويه اين زاويه كوچك بنابراين .2
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